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លំ�ត់ទី០១ 

ចូរ្រសយប�� ក់ថា  2
2 2

1 1(tan cot )
sin cos

x x
x x

+ = +   ។ 

ដំេ�ះ��យ 

្រសយប�� ក់ថា   2
2 2

1 1(tan cot )
sin cos

x x
x x

+ = +    

េគមាន 2 2 2(tan cot ) tan 2 tan cotx cotx x x x x+ = + +   

េដយ tan .cot 1x x =  េនាះេគបាន  2 2 2(tan cot ) tan 2 cotx x x x+ = + +  

                                                   2 2(1 tan ) (1 cot )x x= + + +  

េដយ 2
2

11 tan
cos

x
x

+ =   និង 2
2

11 cot
sin

x
x

+ =   

ដូចេនះ 2
2 2

1 1(tan cot )
sin cos

x x
x x

+ = +   ពិត ។ 

លំ�ត់ទី០២ 

ចូរ្រសយប�� ក់ថា  2(1 sin cos ) 2(1 sin )(1 cos )x x x x+ + = + +   

ដំេ�ះ��យ 

្រសយប�� ក់ថា ៖ 
2(1 sin cos ) 2(1 sin )(1 cos )x x x x+ + = + +   

តមរូបមន� 2 2 2 2( ) 2a b c a b c ab bc ca+ + = + + + + +   

េគបាន៖ 
2 2 2

1

(1 sin cos ) 1 sin cos 2sin 2cos 2sin cosx x x x x x x x+ + = + + + + +
((((

  

                             

2 2sin 2cos 2sin cos
2(1 sin ) 2cos (1 sin )
(1 sin )(2 2cos )
2(1 sin )(1 cos )

x x x x
x x x

x x
x x

= + + +
= + + +
= + +
= + +

  

ដូចេនះ 2(1 sin cos ) 2(1 sin )(1 cos )x x x x+ + = + +  ។ 
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លំ�ត់ទី០៣ 

ចូរបង� ញថា ៖ 
2 2 2 2(1 sin )(1 cos ) (1 sinxcosx) (sin cos )x x x x+ + − − = +   

ដំេ�ះ��យ 

បង� ញថា  2 2 2 2(1 sin )(1 cos ) (1 sinxcosx) (sin cos )x x x x+ + − − = +   

តង 2 2 2A (1 sin )(1 cos ) ; B (1 sinxcosx)x x= + + = −  

េគមាន 2 2 2 21 cos sin sin cosA x x x x= + + +   

               2 2 2 21 1 sin cos 2 sin cosx x x x= + + = +   
និង 2 2 2(1 sin cos ) 1 2sin cos sin cosB x x x x x x= − = − +   

េគបាន 2 2 2 2(2 sin cos ) (1 2sin cos sin cos )A B x x x x x x− = + − − +   

                    
2 2 2 2

2 2 2

2 sin cos 1 2sin cos sin cos
1 2sin cos sin cos 2sin cos (sin cos )

x x x x x x
x x x x x x x x

= + − + −

= + = + + = +
  

ដូចេនះ 2 2 2 2(1 sin )(1 cos ) (1 sinxcosx) (sin cos )x x x x+ + − − = +  ។ 

លំ�ត់ទី០៤ 

ចូរ្រសយប�� ក់ថា  6 6 2 2sin cos 1 3sin cosx x x x+ = −   

ដំេ�ះ��យ 

្រសយប�� ក់ថា  6 6 2 2sin cos 1 3sin cosx x x x+ = −   

តង 6 6sin cosy x x= +   

          

2 3 2 3

2 2 4 2 2 4

1
4 2 2 4 4 2 2 4 2 2

2 2 2 2 2 2 2

(sin ) (cos )
(sin cos )(sin sin cos cos )

sin sin cos cos (sin 2sin cos cos ) 3sin cos
(sin x cos x) 3sin cos 1 3sin cos

x x
x x x x x x

x x x x x x x x x x
x x x x

= +

= + − +

= − + = + + −

= + − = −

((((

  

ដូចេនះ 6 6 2 2sin cos 1 3sin cosx x x x+ = −   ។ 

លំ�ត់ទី០៥ 

េគដងឹថា 0 90ox< <   ។ ចូរ្រសយប�� ក់ថា (1 tan )(1 cot ) tan cotx x x x+ + = +   

ដំេ�ះ��យ 

្រសយប�� ក់ថា (1 tan )(1 cot ) tan cotx x x x+ + = +   

េគមាន  (1 tan )(1 cot ) 1 cot tan tan cotx x x x x x+ + = + + +                                        

                           
2 2 2

1 cot tan 1 2 tan cot

( tan ) 2( tan )( cot ) ( cot ) ( tan cot )

x x x x

x x x x x x

= + + + = + +

= + + = +
  

ដូចេនះ (1 tan )(1 cot ) tan cotx x x x+ + = +  ។ 
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លំ�ត់ទី០៦ 

ចូរ្រសយប�� ក់ថា 2 2
2

2(1 tan ) (1 tan )
cos

x x
x

+ + − =   

ដំេ�ះ��យ 

្រសយប�� ក់ថា 2 2
2

2(1 tan ) (1 tan )
cos

x x
x

+ + − =   

េគមាន 2 2(1 tan ) 1 2 tan tan (1)x x x+ = + +  និង  2 2(1 tan ) 1 2 tan tan (2)x x x− = − +   

បូកសមីករ (1) និង (2) េគបាន 2 2 2(1 tan ) (1 tan ) 2(1 tan )x x x+ + − = +   េដយ 2
2

11 tan x
cos x

+ =   

ដូចេនះ  2 2
2

2(1 tan ) (1 tan )
cos

x x
x

+ + − =  ។ 

លំ�ត់ទី០៧ 

គណនា 2 2
2 2

1 1(2 sin cos )
1 sin 1 cos

Y x x
x x

 = + + + + 
  

ដំេ�ះ��យ 

គណនា 2 2
2 2

1 1(2 sin cos )
1 sin 1 cos

Y x x
x x

 = + + + + 
  

េគមាន 
2 2

2 2 2 2

1 1 1 cos 1 sin
1 sin 1 cos (1 sin )(1 cos )

x x
x x x x

+ + +
+ =

+ + + +
  

                                         

2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 (sin cos )
1 sin cos sin cos

2 1 3
1 1 sin cos 2 sin cos

x x
x x x x

x x x x

+ +
=

+ + +
+

= =
+ + +

  

េគបាន 2 2
2 2

1 1(2 sin cos )
1 sin 1 cos

Y x x
x x

 = + + + + 
 2 2

2 2

3(2 sin cos ) 3
2 sin cos

x x
x x

= + × =
+

 

ដូចេនះ 3Y =    ។ 

លំ�ត់ទី០៨ 

ស្រម�លកេន្សោម  16 162 2 2 tan cotY x x= + + + +  

ដំេ�ះ��យ 

ស្រម�លកេន្សោម 16 162 2 2 tan cotY x x= + + + +   

េយងដឹងថា tan cot 1x x =   

េគបាន 16 162 2 2 tan cotY x x= + + + +   

              
8 2 8 8 8 2

8 8 2 8 8

2 2 (tan ) 2 tan cot (cot )

2 2 (tan cot ) 2 2 tan cot

x x x x

x x x x

= + + + +

= + + + = + + +

 

              4 2 4 4 4 22 (tan ) 2 tan cot (cot )x x x x= + + +  
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4 4 2 4 4

2 2 2 4 2 2 2 2 2 2 2

2 (tan cot ) 2 tan cot

(tan ) 2 tan cot (cot ) (tan cot ) tan cot

x x x x

x x x x x x x x

= + + = + +

= + + = + = +
  

ដូេច�ះ 2 2tan cotY x x= +   ។ 

លំ�ត់ទី០៩ 

ចូរ្រសយប�� ក់ថា  2 2
2 2

1(tan tan ) (1 tan tan )
cos cos

a β a β
a β

+ + − =   

ដំេ�ះ��យ 

្រសយប�� ក់ថា  2 2
2 2

1(tan tan ) (1 tan tan )
cos cos

a β a β
a β

+ + − =    

េគមាន 2 2 2(tan tan ) tan 2 tan tan tan (1)a β a a β β+ = + +   

និង 2 2 2(1 tan tan ) 1 2 tan tan tan tan (2)a β a β a β− = − +   

បូកសមភាព (1) និង (2)េគបាន ៖ 
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

(tan tan ) (1 tan tan ) 1 tan tan tan tan
(1 tan ) (tan tan tan )

a β a β a β a β

a β a β

+ + − = + + +

= + + +
 

                                         

2 2 2

2 2
2 2

(1 tan ) tan (1 tan )
1 1(1 tan )(1 tan )

cos cos

a β a

a β
a β

= + + +

= + + = ×
 

ដូចេនះ 2 2
2 2

1(tan tan ) (1 tan tan )
cos cos

a β a β
a β

+ + − =   ។ 

លំ�ត់ទី១០ 

ស្រម�លកេន្សោម  2 4 2 44sin cos 4cos sinY x x x x= + + +   

ដំេ�ះ��យ 

ស្រម�លកេន្សោម  2 4 2 44sin cos 4cos sinY x x x x= + + +   

តមទនំាក់ទនំងពីតគរ ័ 2 2sin cos 1x x+ =    

េគទញ 2 2sin 1 cosx x= −  និង 2 2cos 1 sinx x= −   

េគបាន 2 4 2 44(1 cos ) cos 4(1 sin ) sinY x x x x= − + + − +   

               

2 4 2 4

2 2 2 2

2 2

4 4cos cos 4 4sin sin

(2 cos ) (2 sin )

| 2 cos | | 2 sin |

x x x x

x x

x x

= − + + − +

= − + −

= − + −

  

េដយ 1 sin 1x− ≤ ≤   និង 1 cos 1x− ≤ ≤   េនាះ 20 sin 1x≤ ≤  និង 20 cos 1x≤ ≤   

េហតុេនះ 2 22 cos 2 sinY x x= − + −  2 24 (cos sin ) 4 1 3x x= − + = − =  

ដូចេនះ 3Y =   ។ 
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លំ�ត់ទី១១ 

េដយដងឹថា 
5tan

12
a =   និង 0 90o oa< <    ។ ចូរគណនាតៃម�ៃន cos , sina a   និង cota   ។ 

ដំេ�ះ��យ 

គណនាតៃម�ៃន cos , sina a   និង cota    

េគមាន 
5tan

12
a =   និង 0 90o oa< <    តមទនំាកទ់នំង 2

2

11 tan
cos

a
a

+ =  

េគទញ 2
22

1 1 144cos
1 tan 16951

12

a
a

= = =
+  +  

 

េដយ 0 90o oa< <    េនាះ cos 0a >  

ដូចេនះ 
12cos
13

a =   ។ 

េហយតមទនំាក់ទនំង   
sintan
cos

aa
a

=   េគទញ 
5 12 5sin tan cos .

12 13 13
a a a= = =   រួច 

1 12cot
tan 5

a
a

= =   ។ 

ដូចេនះ 
12 5 12cos ; sin ; cot
13 13 5

a a a= = =   ។ 

លំ�ត់ទី១២ 

េគដងឹថា 
41sin cos
29

x x+ =   ។ចូរគណនាផលគុណ sin .cosx x   រួចទញរក sin x   និង  cos x   ។ 

ដំេ�ះ��យ 

គណនាផលគុណ sin .cosx x  

េគមាន 2 2 2(sin cos ) sin 2sin cos cosx x x x x x+ = + +  

េដយ   
41sin cos
29

x x+ =   និង 2 2sin cos 1x x+ =  

េគបាន 
241 1 2sin cos

29
x x  = + 

 
  ឬ 

2 2

2

41 29 8402sin cos
29 841

x x −
= =  

ដូចេនះ 
420sin .cos
841

x x =   ។ 

ទញរក sin x   និង  cos :x  

េដយេគមាន 
41sin cos
29

x x+ =    

និង 
420sin .cos
841

x x =   េនាះតម្រទឹស�ីបទែវ្យត  sin x  និង  cos x  

ជាឬសសមកីរ 2 41 420 0
29 841

X X− + =   ។ 

បនា� បពី់េដះ្រសយសមកីរេនះេគបាន 1 2
20 21;
29 29

X X= =  

ដូចេនះ 
20 21sin ; cos
29 29

x x= =   ឬ  
21 20sin ; cos
29 29

x x= =   ។ 
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លំ�ត់ទី១៣ 

េគដងឹថា tan cotx x a+ =   ែដល 0 90ox< <   និង 2a ≥ ។ 

ចូរគណនា 3 3tan cotx x+  ជាអនុគមន៍ៃន a   ។ 

ដំេ�ះ��យ 

គណនា 3 3tan cotx x+  ជាអនុគមន៍ៃន a  

េគមាន tan cotx x a+ =  េគបាន 2 2(tan cot )x x a+ =  

                                                  2 2 2tan 2 tan cot cotx x x x a+ + =    
េដយ tan cot 1x x =   េគទញ 2 2 2tan cot 2x x a+ = −  

តមសមភាព 3 3 2 2( )( . )A B A B A A B B+ = + − +  

េគបាន 3 3 2 2tan cot (tan cot )(tan tan cot cot )x x x x x x x x+ = + − +  

                                2 2( 2 1) ( 3)a a a a= − − = −  

ដូចេនះ 3 3 3tan cot 3x x a a+ = −   ។ 

លំ�ត់ទី១៤ 

េគដងឹថា cos , cos , cosm n pa b c
n p p m m n

= = =
+ + +

 

ចូរគណនាកេន្សោម ៖ 
2 2 2

2 2 2

sin sin sin
2 2cos sin 2 2cos sin 2 2cos sin

a b cM
a a b b c c

= + +
+ − + − + −

 

ដំេ�ះ��យ 
2 2 2

2 2 2

sin sin sin
2 2cos sin 2 2cos sin 2 2cos sin

a b cM
a a b b c c

= + +
+ − + − + −

   

េគមាន 2 2sin 1 cos (1 cos )(1 cos )a a a a= − = − +  និង 2 2 22 2cos sin 1 2cos cos (1 cos )a a a a a+ − = + + = +  

េគបាន 
2

2 2

sin (1 cos )(1 cos ) 1 cos
2 2cos sin (1 cos ) 1 cos

a a a a
a a a a

− + −
= =

+ − + +
 

េហយ 
2

2

sin 1 cos
2 2cos sin 1 cos

b b
b b b

−
=

+ − +
  

និង  
2

2

sin 1 cos
2 2cos sin 1 cos

c c
c c c

−
=

+ − +
   

េគបាន  
1 cos 1 cos 1 cos
1 cos 1 cos 1 cos

a b cE
a b c

− − −
= + +

+ + +
 

              
1 1 1

1 1 1

m n p
n p p m m n

m n p
n p p m m n

− − −+ + += + +
+ + +

+ + +

  1n p m p m n m n p
m n p

+ − + + − + + −
= =

+ +
 

ដូចេនះ 1E =   ។ 
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លំ�ត់ទី១៥ 

ចេំពះ្រគប់ x IR∈   ចូរ្រសយប�� ក់សមភាព 8 8 4 4 4 41 1 1 1(sin cos ) (sin cos ) sin cos
4 2 4 2

x x x x x x+ − + + =   

ដំេ�ះ��យ 

្រសយប�� ក់សមភាព 
 

8 8 4 4 4 41 1 1 1(sin cos ) (sin cos ) sin cos
4 2 4 2

x x x x x x+ − + + =      

េគមាន 2 2 2( ) 2a b a ab b+ = + +   ឬ 2 2 2( ) 2a b a b ab+ = + −  

ដូចគា� ែដរ 4 4 2 2 2 2 2( ) 2a b a b a b+ = + −  

ឬ 
24 4 2 2 2( ) 2 2a b a b ab a b + = + − −   

េដយយក 2sina x=   និង 2cosb x=  េគបានសមភាព 
4 4 2 2 2 2 2

2 2

sin cos (sin cos ) 2sin cos
1 2sin cos

x x x x x x
x x

+ = + −

= −
 

េហយេគមាន ៖  
28 8 2 2 2 2 2 4 4

2 2 2 4 4

2 2 4 4

sin cos (sin cos ) 2sin cos 2sin cos

(1 2sin cos ) 2sin cos
1 4sin cos 2sin cos

x x x x x x x x

x x x x
x x x x

 + = + − − 
= − −

= − +

 

តងអនុគមន ៍

8 8 4 41 1 1( ) (sin cos ) (sin cos )
4 2 4

f x x x x x= + − + +             

       

2 2 4 4 2 2

2 2 4 4 2 2

4 4
4 4

1 1 1(1 4sin cos 2sin cos ) (1 2sin cos )
4 2 4
1 4sin cos 2sin cos 2 4sin cos 1

4
2sin cos 1 sin cos

4 2

x x x x x x

x x x x x x

x x x x

= − + − − +

− + − + +
=

= =

 

ដូចេនះ 8 8 4 4 4 41 1 1 1(sin cos ) (sin cos ) sin cos
4 2 4 2

x x x x x x+ − + + =   ។ 

លំ�ត់ទី១៦ 

េគដងឹថា 3tan , 0 , 0b a b
a

ϕ = ≠ ≠   ។  ចូរ្រសយប�� ក់ថា 
4 4

3 3 3 32 2 2 2

cos sin 1
a b a b
ϕ ϕ
+ =

+
 

ដំេ�ះ��យ 

្រសយប�� ក់ថា 
4 4

3 3 3 32 2 2 2

cos sin 1
a b a b
ϕ ϕ
+ =

+
  

េគមាន 3tan b
a

ϕ =     នាឱំ្យ   3
sintan
cos

b
a

ϕϕ
ϕ

= = េគទញ 
3 3

cos sin
a b
ϕ ϕ
=    

ឬ  
2 2 2 2

3 3 3 3 3 32 2 2 2 2 2

cos sin cos sin 1
a b a b a b
ϕ ϕ ϕ ϕ+
= = =

+ +
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េគទញ 
2

3 3 32 2 2

cos 1
a a b
ϕ
=

+
   និង   

2

3 3 32 2 2

sin 1
b a b
ϕ
=

+
   

េគទញ 
34 2

3 3 32 2 2 2

cos
( )

a
a a b
ϕ
=

+
   និង   

34 2

3 3 32 2 2 2

sin
( )

b
b a b
ϕ
=

+
  

បូកសមីករពីេនះេគទទួលបាន  
3 34 4 2 2

3 3 3 3 3 32 2 2 2 2 2 2

cos sin 1
( )

a b
a b a b a b
ϕ ϕ +
+ = =

+ +
  ពិត  

ដូចេនះ  
4 4

3 3 3 32 2 2 2

cos sin 1
a b a b
ϕ ϕ
+ =

+
។ 

 

លំ�ត់ទី១៧ 

េគឲ្យ 
4 4cos sin 1x x

a b a b
+ =

+
 ែដល 0 , 0 , 0a b a b≠ ≠ + ≠ ។ 

ចូរ្រសយប�� ក់ថា 
10 10

4 4 4

cos sin 1
( )

x x
a b a b

+ =
+

 ។ 

ដំេ�ះ��យ 

េយងមាន 
4 4cos sin 1x x

a b a b
+ =

+
 

េយងបាន 4 4( )( cos sin )a b b x a x ab+ + =     

               

4 2 4 2 4 4

2 4 2 4 4 4

2 2 2 4 2 2

2 2

cos sin cos sin 0
sin cos (sin cos 1 ) 0
sin cos 2 sin cos 0

( sin cos ) 0

ab x a x b x ab x ab
a x b x ab x x
a x b x ab x x
a x b x

+ + + − =

+ + + − =

+ − =

− =  

េគទញ 
2 2 2 2cos sin cos sin 1x x x x

a b a b a b
+

= = =
+ +

 

េគបាន 
2cos 1x

a a b
=

+
 នាឲំ្យ 

10

4 5

cos (1)
( )

x a
a a b

=
+  

េហយ 
2sin 1x

b a b
=

+
 នាឲំ្យ 

10

4 5

sin (2)
( )

x a
b a b

=
+

 

បូកសមីករ (1)  និង (2)  េគបាន  
10 10

4 4 5 4

cos sin 1
( ) ( )

x x a b
a b a b a b

+
+ = =

+ +
ពិត 

ដូចេនះ 
10 10

4 4 4

cos sin 1
( )

x x
a b a b

+ =
+

 ។ 

លំ�ត់ទី១៨ 

េគឲ្យ cos , cos , cosa b c
b c c a a b

a β γ= = =
+ + +

។ ចូរ្រសយថា 2 2 2tan tan tan 1
2 2 2
a β γ
+ + =  ។ 

ដំេ�ះ��យ 

្រសយថា 2 2 2tan tan tan 1
2 2 2
a β γ
+ + =   
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េយងមាន 2 21 cos 1 cossin , cos
2 2 2 2
a a a a− +
= = េគបាន 2

11 costan
2 1 cos 1

a
b c ab c

a b c a
b c

a a
a

−− + −+= = =
+ + ++

+

 

្រសយដូចគា� ែដរ  2
11 costan

2 1 cos 1

b
c a bc a

b c a b
c a

β β
β

−− + −+= = =
+ + ++

+

 និង 2
11 costan

2 1 cos 1

c
a b ca b

c a b c
a b

γ γ
γ

−− + −+= = =
+ + ++

+

 

េយងបាន      2 2 2tan tan tan
2 2 2

b c a c a b a b c
a b c a b c a b c

a β γ + − + − + −
+ + = + +

+ + + + + +  

                     
2 2 2tan tan tan

2 2 2
b c a c a b a b c

a b c
a β γ + − + + − + + −
+ + =

+ +
 

                       
2 2 2tan tan tan 1

2 2 2
a b c
a b c

a β γ + +
+ + = =

+ +
  ពិត 

ដូចេនះ 2 2 2tan tan tan 1
2 2 2
a β γ
+ + =   ។ 

លំ�ត់ទី១៩ 

ចូរបង� ញថា tan 3 tan 2 tan tan 3 tan 2 tana a a a a a− − =  ែដល 
2

ka π
≠  ្រគបច់នួំនគត់រឡឺាទីហ� k  ។ 

ដំេ�ះ��យ 

បង� ញថា tan 3 tan 2 tan tan 3 tan 2 tana a a a a a− − =   

េគមាន tan 3 tan(2 )a a a= +  

           

tan 2 tantan 3
1 tan 2 tan

tan 3 (1 tan 2 tan ) tan 2 tan
tan 3 tan 3 tan 2 tan tan 2 tan

a aa
a a

a a a a a
a a a a a a

+
=

−
− = +

− = +
 

ដួចេនះ tan 3 tan 2 tan tan 3 tan 2 tana a a a a a− − =   ។ 

លំ�ត់ទី២០ 

េគឱ្យ 
1( ) (sin cos )k k

kf x x x
k

= +  ែដល 1 ; 2 ; 3 ;...k = ។  ចូរបង� ញថា 4 6
1( ) ( )

12
f x f x− =   ។   

ដំេ�ះ��យ 

បង� ញថា 4 6
1( ) ( )

12
f x f x− =    

េគមាន 4 4
4

1( ) (sin cos )
4

f x x x= + ( )2 2 2 2 2 2 21 1[ (sin cos ) 2sin cos ] 1 2sin cos
4 4

x x x x x x= + − = −                      

េហយ 6 6
6

1( ) (sin cos )
6

f x x x= +  2 2 3 2 2 2 21 (sin cos ) 3sin cos (sin cos )
6

x x x x x x = + − +   

                   ( )2 21 1 3sin cos
6

x x= −  

េគបាន 4 6
1 1 1( ) ( )
4 6 12

f x f x− = − =   ។  ដូចេនះ  4 6
1( ) ( )

12
f x f x− =    ។ 

Page 9 

 

111 Trigonometry 
by phalkun Lim



លំ�ត់ទី២១ 

េគឱ្យ , , ,a b c d  ជាចនួំនេនក�ុងចេនា� ះ [ 0 ; ]π  េដយដងឹថា 
sin 7sin 4(sin 2sin )
cos 7cos 4(cos 2cos )

a b c d
a b c d
+ = +

 + = +
  

ចូរបង� ញថា 2cos( ) 7 cos( )a d b c− = −    ។ 

ដំេ�ះ��យ 

បង� ញថា 2cos( ) 7 cos( )a d b c− = −     

េគមាន  
sin 7sin 4(sin 2sin )
cos 7cos 4(cos 2cos )

a b c d
a b c d
+ = +

 + = +
 ឬ    

sin 8sin 4sin 7sin
cos 8cos 4cos 7cos

a d c b
a d c b
− = −

 − = −
  

ឬ         
2 2

2 2

(sin 8sin ) (4sin 7sin ) ( )
( cos 8cos ) (4cos 7 cos ) ( )

a d c b i
a d c b ii

 − = −


− = −
 

បូកសមីករ ( )i  និង ( )ii  អង�នឹងអង�េគបាន ៖ 

           
65 16cos( ) 65 56cos( )

16cos( ) 56cos( )
a d b c
a d b c

− − = − −
− − = − −

 

ដូចេនះ  2cos( ) 7 cos( )a d b c− = −   ។   

លំ�ត់ទី២២ 

េគឱ្យ ; ; ;a b c d  និង x  ជាចនួំនពិតេផ��ងផា� ត ់ 
sin sin 2 sin 3 sin 4x x x x

a b c d
= = =  ែដល ;x k k Zπ≠ ∈  

ចូរបង� ញថា  3 2 2 4(4 ) (3 )a b d b a c− = − ។ 

ដំេ�ះ��យ 

បង� ញថា  3 2 2 4(4 ) (3 )a b d b a c− = −  

តង 
sin sin 2 sin 3 sin 4x x x x t

a b c d
= = = =   េគទញ 

sin
sin 2
sin 3
sin 4

x at
x bt
x ct
x dt

=
 =
 =
 =

 

េគមាន sin 4 2sin 2 cos 2x x x=  

        

2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2 2

sin 4 4sin 2 cos 2
sin 4 4sin 2 (1 sin 2 )

4 (1 )

x x x
x x x

d t b t b t

=

= −

= −

 

េគទញ 
2

2
2 2

1 1 (1)
4
dt

b b
 

= − 
 

 

ម៉្យោងេទៀត 3sin 3 3sin 4sinx x x= −  

               
2

2 2

sin 3 sin (3 4sin )
(3 4 )

x x x
ct at a t

= −

= −
 

េគទញ ( )2
2

1 (3 ) 2
4

ct
a a

= −  
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ផ�ឹម ( )1  និង ( )2  េគបាន  
2 2 2

2 2 2 4 3

1 1 4 31 3
4 4 4 4
d c b d a c

b b a a b a
  − − − = − ⇔ =   

  
 

គុណអង�ទងំពីរនឹង 3 4a b  េគបាន  3 2 2 4(4 ) (3 )a b d b a c− = −  ពិត 
ដូចេនះ  3 2 2 4(4 ) (3 )a b d b a c− = −  ។ 

លំ�ត់ទី២៣ 

េគឲ្យ x  ជាចនួំនពិតែដល 260 71 21 0x x− + <  ។ចូរបង� ញថា  sin 0
3 1x
π  < − 

   ។ 

ដំេ�ះ��យ 

បង� ញថា  sin 0
3 1x
π  < − 

  

តង 2( ) 60 71 21f x x x= − +   ។  2( 71) 4(60)(21) 5041 5040 1∆ = − − = − =  

េគទញឬស  1 2
71 1 7 71 39 3,
120 12 120 5

x x− +
= = = =  

េយងបាន 2( ) 60 71 21 0f x x x= − + <  នាឲំ្យ  
7 3

12 5
x< <    ឬ  

7 93
4 5

x< <  

ឬ  
3 43 1
4 5

x< − <  នាឲំ្យ 
4 1 4
5 3 1 3x
< <

−
 

េគទញ 
4 4
5 3 1 3x
π π π
< <

−
 នាឲំ្យ sin 0

3 1x
π  < − 

 ។ 

ដូចេនះ េប x  ជាចនួំនពិតែដល 260 71 21 0x x− + <  េនាះេគបាន  sin 0
3 1x
π  < − 

 ។ 

លំ�ត់ទី២៤ 

ក. ចូរគណនាតៃម�្របាកដៃន sin
10
π

 និង cos
10
π

 

ខ. ចូរ្រសយថា 2 2 2 2 2( ) 4( )sin
10

x x y x y π
+ − ≤ +  ្រគបច់នួំន ,x y IR∈   ។ 

ដំេ�ះ��យ 

ក. គណនាតៃម�្របាកដៃន sin
10
π

 និង cos
10
π

 

េគមាន   
2 3
10 2 10
π π π
= − េនាះេគបាន  

2 3 3sin sin( ) cos
10 2 10 10
π π π π
= − =  

តមរូបមន�្រតីេកណមា្រត sin 2 2sin cosa a a=  និង 3cos3 4cos 3cosa a a= −  

          

3

2

2

32sin cos cos
10 10 10

2sin cos 3cos 4cos
10 10 10 10

2sin 3 4cos
10 10

2sin 3 4(1 sin )
10 10

π π π

π π π π

π π

π π

=

= −

= −

= − −
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ឬ     24sin 2sin 1 0
10 10
π π
− − =  តង sin 0

10
t π
= >  

េគបាន  24 2 1 0 , ' 1 4 5 0t t− − = ∆ = + = > េគទញឬស 1
1 5 0

4
t −
= <  2

1 5,
4

t +
=  

ដូចេនះ 
1 5sin

10 4
π +

=  ។ េដយ 2 2sin cos 1
10 10
π π
+ =  នាឲំ្យ 21 5 10 2 5cos 1 ( )

10 4 4
π + −

= − =  

ដូចេនះ  
10 2 5cos

10 4
π −

=   ។ 

ខ. ្រសយថា 2 2 2 2 2( ) 4( )sin
10

x x y x y π
+ − ≤ +  

តងអនុគមន៍ 2 2 2 2 2( ; ) ( ) 4( )sin
10

f x y x x y x y π
= + − − +  

េគបាន 2 2 2 2 2 21 5( ; ) 2 4( )( )
4

f x y x x xy y x y +
= + − + − +  

                       

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

2 2

2

6 2 52 2 4( )
16

3 52 2 ( )
2

1 5 1 52
2 2

5 1 5 12
2 2

5 1 5 1 0 , ,
2 2

x xy y x y

x xy y x y

x xy y

x xy y

x y x y IR

+
= − + − +

+
= − + − +

− +
= − −

 − +
= − + +  

 

 − + = − + ≤ ∀ ∈
 
 

 

ដូចេនះ 2 2 2 2 2( ) 4( )sin
10

x x y x y π
+ − ≤ +  ។ 

លំ�ត់ទី២៥ 

េគដងឹថា 
sin( )
sin( )

a
b

θ a
θ β
−

=
−

  និង 
cos( )
cos( )

c
d

θ a
θ β
−

=
−

 ។  ចូរ្រសយប�� ក់ថា  cos( ) ac bd
ad bc

a β +
− =

+
  ។ 

ដំេ�ះ��យ 

្រសយប�� ក់ថា cos( ) ac bd
ad bc

a β +
− =

+
   

េគមាន 
sin( ) (1)
sin( )

a
b

θ a
θ β
−

=
−

  និង 
cos( ) (2)
cos( )

c
d

θ a
θ β
−

=
−

 

បូកសមីករ (1) និង (2) អង�និងអង�េគបាន   sin( ) cos( )
sin( ) cos( )

a c
b d

θ a θ a
θ β θ β
− −

+ = +
− −

 

                            

sin( ) cos( ) sin( ) cos( )
sin( ) cos( )

sin(2 ) (3)
sin( ) cos( )

ad bc
bd

ad bc
bd

θ a θ β θ β θ a
θ β θ β

θ a β
θ β θ β

− − + − − +
=

− −
− − +

=
− −
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តម (2) េគទញ 
cos( ) (4)
cos( )

d
c

θ β
θ a
−

=
−

 

បូកសមីករ (1) និង (4) អង� និង អង�េគបាន   sin( ) cos( )
sin( ) cos( )

a d
b c

θ a θ β
θ β θ a
− −

+ = +
− −

  

sin( ) cos( ) sin( ) cos( )
sin( ) cos( )

1 1sin(2 2 ) sin(2 2 )
2 2

sin( ) cos( )
sin(2 )cos( ) (5)

sin( ) cos( )

ac bd
bc

ac bd
bc

ac bd
bc

θ a θ a θ β θ β
θ β θ a

θ a θ β

θ β θ a
θ a β a β
θ β θ a

− − + − − +
=

− −

− + − +
=

− −
− − − + +

=
− −

 

េធ�ផលេធៀបរវង (5) និង (3) េគបាន   
cos( )cos( )

cos( )
d ac bd
c ad bc

a β θ β
θ a

− + − +
= ×

− +
    

ឬ 
cos( )cos( ) .

cos( )
c ac bd
d ad bc

a β θ β
θ a

− + − +
=

− +
    

យក (2) ជួសក�ុង(6)េគបាន cos( )cos( ) cos( ). cos( )
cos( ) cos( )

ac bd ac bd
ad bc ad bc

a β θ β θ a a β
θ a θ β

− + − − + +
= ⇔ − + =

− − + +
      

ដូចេនះ   cos( ) ac bd
ad bc

a β +
− =

+
  ។ 

លំ�ត់ទី២៦ 

ចូរ្រសយថាេបេគមានសមភាព cos cos( ) cos( 2 ) cos( 3 )x x x x
a b c d

θ θ θ+ + +
= = =   

េនាះេគបាន  a c b d
b c
+ +

=   ។ 

ដំេ�ះ��យ 

តង  cos cos( ) cos( 2 ) cos( 3 ) 1x x x x
a b c d t

θ θ θ+ + +
= = = =  េគទញ  

cos
cos( )
cos( 2 )
cos( 3 )

a t x
b t x
c t x
d t x

θ
θ
θ

=
 = +
 = +
 = +

 

េគបាន [ ]cos cos( 2 ) 2 cos cos( ) 2 cosa c t x x t x bθ θ θ θ+ = + + = + =  

            [ ]cos( ) cos( 3 ) 2 cos cos( 2 ) 2 cosb d t x x t x cθ θ θ θ θ+ = + + + = + =  

េគទញ  2 cos
2 cos

a c b b
b d c c

θ
θ

+
= =

+
  សមមូល a c b d

b c
+ +

=   ។ 

ដូចេនះ  a c b d
b c
+ +

=   ។ 

លំ�ត់ទី២៧ 

ចូរ្រសយថាេប cos( ) aθ a− =  និង sin( ) bθ β− =  េនាះេគបាន  2 2 22 sin( ) cos ( )a ab ba β a β− − + = −   ។ 

ដំេ�ះ��យ 

េគមាន 
cos( )
sin( )

a
b

θ a
θ β
− =

 − =
   សមមូល 

cos cos sin sin (1)
sin cos sin cos (2)

a
b

θ a θ a
θ β β θ

+ =
 − =
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គុណសមកីរ (1) នឹង sin β  េហយសមកីរ (2) នឹង cosa  រួចេធ�ផលបូកេគបាន  

sin cos( ) sin cosa bθ a β β a− = +   នាឲំ្យ 2 2 2sin cos ( ) ( sin cos ) (3)a bθ a β β a− = +  

គុណសមកីរ (1) នឹង cosβ  េហយសមកីរ (2) នឹង sina−  រួចេធ�ផលបូកេគបាន  

cos cos( ) cos sina bθ a β β a− = −  នាឲំ្យ 2 2 2cos cos ( ) ( cos sin ) (4)a bθ a β β a− = −  

បូកសមីករ (3) និង (4) អង�និងអង�េគបាន ៖ 
2 2 2 2 2(sin cos )cos ( ) ( sin cos ) ( cos sin )a b a bθ θ a β β a β a+ − = + + −  

2 2 2

2 2 2

cos ( ) 2 (sin cos sin cos )
cos ( ) 2 sin( )

a b ab
a b ab

a β a β β a

a β a β

− = + − −

− = + − −
 

ដូចេនះ 2 2 22 sin( ) cos ( )a ab ba β a β− − + = −   ។ 

លំ�ត់ទី២៨ 

េគដងឹថា cos cos cos cos cosa β ϕ γ θ= =  និង sin 2sin sin
2 2
ϕ θa = ។  

ចូរ្រសយថា 2 2 2tan tan tan
2 2 2
a β γ
=   ។ 

ដំេ�ះ��យ 

្រសយថា 2 2 2tan tan tan
2 2 2
a β γ
=    

តមប្រមាប់េគមាន sin 2sin sin
2 2
ϕ θa =  នាឲំ្យ 2 2 2sin 4sin sin (1 cos )(1 cos )

2 2
ϕ θa ϕ θ= = − −  

េដយ cos cos cos cos cosa β ϕ γ θ= =   េនាះ 

coscos
cos
coscos
cos

aϕ
β
aθ
γ

 =

 =


 

េគបាន 2 cos cossin (1 )(1 )
cos cos

a aa
β γ

= − −  

  

2 2cos cos 11 cos 1 cos cos
cos cos cos cos

β γa a a
β γ β γ
+

− = − +  

   

21 cos cos1 cos cos
cos cos cos cos

γ βa a
γ β γ β

  +
+ = 

 
 

េដយសន�តថា cos 0a ≠  េនាះេគទញបាន    cos coscos (1)
1 cos cos

γ βa
γ β
+

=
+

 

េគមាន 
2

2

2

sin 1 cos2tan (2)
2 1 coscos

2

a
a a

a a
−

= =
+

 
យកទនំាកទ់នំង (1) ជួសក�ុង (2) េគបាន ៖ 
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2

2

cos cos1
1 cos cos cos cos1 cos costan cos cos2 1 cos cos cos cos1

1 cos cos
(1 cos ) cos (1 cos ) (1 cos )(1 cos )
(1 cos ) cos (1 cos ) (1 cos )(1 cos )
1 cos 1 cos tan t
1 cos 1 cos 2

γ β
a γ β γ βγ β

γ β γ β γ β
γ β

γ β γ γ β
γ β γ γ β
γ β γ
γ β

+
−

+ − −+= =
+ + + ++

+
− − − − −

= =
+ + + + +
− −

= × =
+ +

2an
2
β

 

ដូចេនះ 2 2 2tan tan tan
2 2 2
a β γ
=   ។ 

លំ�ត់ទី២៩ 

េដយដងឹថា 
tan( ) tan( ) tan( )

x y z
θ a θ β θ γ

= =
+ + +

  

 ចូរ្រសយប�� កថ់ា  2 2 2sin ( ) sin ( ) sin ( ) 0x y y z z x
x y y z z x

a β β γ γ a+ + +
− + − + − =

− − −
   

ដំេ�ះ��យ 

្រសយថា 2 2 2sin ( ) sin ( ) sin ( ) 0x y y z z x
x y y z z x

a β β γ γ a+ + +
− + − + − =

− − −
   

េគមាន 
tan( ) tan( ) tan( )

x y z
θ a θ β θ γ

= =
+ + +

  េគបាន tan( ) tan( )
tan( ) tan( )

x y
x y

θ a θ β
θ a θ β

+ + + +
=

− + − +
 

តមរូបមន�  
sin( )tan tan
cos cos

p qp q
p q
+

+ = និង sin( )tan tan
cos cos

p qp q
p q
−

− =   េនាះេគបាន ៖ 

2 2

sin(2 )
sin( )

cos(2 2 ) cos(2 2 )sin ( ) sin(2 )sin( ) sin ( ) (1)
2

x y
x y
x y x y
x y x y

θ a β
a β

θ β θ aa β θ a β a β a β

+ + +
=

− −
+ + + − +

− = + + − ⇔ − =
− −

  

្រសយដូចគា� ែដរេគបាន ៖

2

2

cos(2 2 ) cos(2 2 )sin ( ) (2)
2

cos(2 2 ) cos(2 2 )sin ( ) (3)
2

y z
y z
z x
z x

θ γ θ ββ γ

θ a θ γγ a

+ + − + − = −


+ + − + − = −

   

េធ�ផលបូក (1) , (2) និង (3) អង�និងអង�  2 2 2sin ( ) sin ( ) sin ( ) 0x y y z z x
x y y z z x

a β β γ γ a+ + +
− + − + − =

− − −
 ពិត 

លំ�ត់ទី៣០ 

េគដងឹថា cos cos cosθ a β=   ។  ចូរ្រសយថា tan , tan , tan
2 2 2

θ a β θ a− +   ជាស�ុ ីតធរណីមា្រត។ 

ដំេ�ះ��យ 

្រសយថា tan , tan , tan
2 2 2

θ a β θ a− +   ជាស�ុ ីតធរណីមា្រត 

េគ្រត�វ្រសយឲ្យេឃញថា 2tan tan .tan
2 2 2
β θ a θ a+ −
=  ។ 
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េគមាន 
tan tan

2 2tan
2 1 tan tan

2 2

θ a
θ a

θ a

++
=

−
 និង 

tan tan
2 2tan

2 1 tan tan
2 2

θ a
θ a

θ a

−−
=

+
 

េគបាន 
2 2

2 2

tan tan
2 2tan tan

2 2 1 tan tan
2 2

θ a
θ a θ a

a a

−+ −
=

−
  េដយ 

2

2

2

2sin 1 cos2tan
2 1 cos2cos

2

a
a a

a a
−

= =
+

 
េនាះ 2 1 cos 1 cos costan

2 1 cos 1 cos cos
θ θ a β

θ a β
− −

= =
+ +

   (េ្រពះ cos cos cosθ a β=  ) 

េគបាន 

1 cos cos 1 cos
1 cos cos 1 costan tan 1 cos cos 1 cos2 2 1

1 cos cos 1 cos

a β a
θ a θ a a β a

a β a
a β a

− −
−

+ − + +=
− −

− ×
+ +

  ។ តង cosa a=   និង cosb β=   េគបាន ៖ 

1 1
1 1tan tan 1 12 2 1

1 1

ab a
ab a

ab a
ab a

θ a θ a
− −

−+ − + +=
− −

− ×
+ +

 

                              
2 2

2 2

2

(1 )(1 ) (1 )(1 )
(1 )(1 ) (1 )(1 )
1 1
1 1
2 2 1 1 cos tan
2 2 1 1 cos 2

ab a ab a
ab a ab a

a ab a b a ab a b
a ab a b a ab a b

a ab b
a ab b

β β
β

− + − + −
=

+ + − − −

+ − − − + − +
=

+ + + − + + −
− − −

= = = =
+ + +

 

ដូចេនះ tan , tan , tan
2 2 2

θ a β θ a− +   ជាស�ុ ីតធរណីមា្រត ។ 

លំ�ត់ទី៣១ 

េគឲ្យ 0
2

a π
< <  និង 0

2
b π

< <  ។  ចូរបង� ញថា 
2 22 2sin cos 1

sin cos
a a
b b

   
+ =   

   
 លុះ្រតែត a b=   ។ 

ដំេ�ះ��យ 

េគមាន  
2 22 2sin cos 1

sin cos
a a
b b

   
+ =   

   
  សមមូល 

4 4
2 2

2 2

sin cos(sin cos ) 1
sin cos

a ab b
b b

 
+ + = 

 
 

                                                      

2 2
4 4 4 4

2 2

2 2
2 2 4 4

2 2

2
2 2

cos sinsin cos sin cos 1
sin cos

cos sin1 2sin cos sin cos 1
sin cos

cos sinsin cos ) 0
sin cos

b ba a a a
b b

b ba a a a
b b

b ba a
b b

+ + + =

− + + =

 − = 
 

 

េគទញ 2 2cos sinsin cos
sin cos

b ba a
b b

=  សមមូល     
2 2

2 2

sin sin
cos cos

a b
a b
= សមមូល     2 2tan tana b=  

េដយ 0
2

a π
< <  និង 0

2
b π

< <  េនាះេគទញ a b=  ។ 
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លំ�ត់ទី៣២ 

ចូរបង� ញថា ៖ 7 7 72 4 63cos cos ( ) cos ( ) cos3
3 3 64

x x x xπ π
+ + + + =   ចេំពះ្រគប់ចនួំនពិត x  ។ 

ដំេ�ះ��យ 

7 7 72 4 63cos cos ( ) cos ( ) cos3
3 3 64

x x x xπ π
+ + + + =   

តង 
2 4( ) cos cos ( ) cos ( ) ( )
3 3

n n n
nE x x x x iπ π

= + + + +  

តមរូបមន� 3cos3 4cos 3cosx x x= −  េគទញ  3 3 1cos cos cos3
4 4

x x x= +  

េដយគុណអង�ទងំពីរនឹង  3cosn x− េគបាន 2 33 1cos cos cos3 cos (1)
4 4

n n nx x x x− −= +  

ដូចគា� ែដរេគទញបាន   2 32 3 2 1 2cos ( ) cos ( ) cos3 cos ( ) (2)
3 4 3 4 3

n n nx x x xπ π π− −+ = + + +   

                                     2 34 3 4 1 4cos ( ) cos ( ) cos3 cos ( ) (3)
3 4 3 4 3

n n nx x x xπ π π− −+ = + + +  

 េដយបូកសមីករ (1); (2)  និង (3)  េគបាន    2 3
3 1( ) ( ) cos3 ( ) ( )
4 4n n nE x E x x E x ii− −= +  

តម ( )i  ចេំពះ 0 ; 1 , 2n n n= = =  េគបាន ៖ 

0

1

1

2 2 2
2

2 2
2

( ) 3
2 4( ) cos cos( ) cos( )
3 3

1 3 1 3( ) cos cos sin cos sin 0
2 2 2 2

1 3 1 3( ) cos ( cos sin ) ( cos sin )
2 2 2 2

3 3 3( ) cos sin
2 2 2

E x

E x x x x

E x x x x x x

E x x x x x x

E x x x

π π
=

= + + + +

= − − − + =

= + − − + − +

= + =

 

តម ( )ii  ចេំពះ 3 ; 4 , 5 ; 7n n n n= = = =  េគបាន 

3 1 0

4 2 1

5 3 2

7 5 4

3 1 3( ) ( ) cos3 ( ) cos3
4 4 4
3 1 9( ) ( ) cos3 ( )
4 4 8

1 9 3 15( ) ( ) cos3 ( ) cos3 cos3 cos3
4 4 16 8 16
3 1 45 9 63( ) ( ) cos3 ( ) cos3 cos3 cos3
4 4 64 32 64

E x E x x E x x

E x E x xE x

E x E x x E x x x x

E x E x x E x x x x

= + =

= + =

3
= + = + =

= + = + =

 

ដូចេនះ  7 7 72 4 63cos cos ( ) cos ( ) cos3
3 3 64

x x x xπ π
+ + + + =    ។ 
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លំ�ត់ទី៣៣ 

េគឲ្យ 0 2 3 6a = + +  និង 
2

1
5

2( 2)
n

n
n

aa
a+

−
=

+
ចេំពះ្រគប់ 0n ≥  ។ 

ចូរ្រសយថា 
32cot 2

3

n

na π− 
= − 

 
  ចេំពះ្រគប ់ n IN∈ ។ 

ដំេ�ះ��យ 

្រសយថា 
32cot 2

3

n

na π− 
= − 

 
   

ចេំពះ 0n =  េគបាន 0 cot 2
24

a π
= −  

  

2

2

6 21 cos( )cos 2cos 1 cos 1
3 424 24 12 4cot

24 6 2sin 2sin cos sin sin( )
24 24 24 12 3 4 4

4 6 2 4( 6 2) ( 6 2) 4( 6 2) 8 4 3 2 2 3 6
4 46 2

π ππ π π
π

π π π π π π

++ −+ +
= = = = =

−−

+ + + + + + + +
= = = = + + +

−

 

េគទញ 0 2 3 6a = + +  ។ 

េហតុេនះ 
32cot 2

3

n

na π− 
= − 

 
  ពិតចេំពះ 0n =  ។ 

សន�តថាវពិតដល់តួទី k  គឺ 
32cot 2

3

k

ka π− 
= − 

 
  ពិត ។ េយងនឹង្រសយថាវពិតដល់តួទី 1k +  គ ឺ៖ 

2

1
2cot 2

3

k

ka π−

+

 
= − 

 
 ពិត ។  េយងមាន 

2

1
5

2( 2)
k

k
k

aa
a+

−
=

+
 េដយ

32cot 2
3

k

ka π− 
= − 

 
   

េនាះ 

23

1 3

2cot 2 5
3

22cot
3

k

k k
a

π

π

−

+ −

  
− −  

  =
 
 
 

3 3 3
2 2

3 3

2 2 2cot 4cot 1 cot 1
3 3 3

2
2 22cot 2cot

3 2

k k k

k k

π π π

π π

− − −

− −

     
− − −     

     = = −
   
   
   

 

េដយេ្របរូបមន� 
2cot 1cot 2

2cot
aa

a
−

=    េគបាន 
2

1
2cot 2

3

k

ka π−

+

 
= − 

 
  ពិត ។ 

ដូចេនះ 
32cot 2

3

n

na π− 
= − 

 
   ។ 

លំ�ត់ទី៣៤ 

េគឲ្យស�ុ ីតៃនចនួំនពិត ( )nU កនំត់េល IN  េដយ 0
2

2
U =  និង 

2

1

1 1
,

2
n

n

U
U n IN+

− −
= ∀ ∈  

គណនា nU  ជាអនុគមន៍ៃន n  ។ 

ដំេ�ះ��យ 

គណនា nU  ជាអនុគមន៍ៃន n  ៖ 
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េយងមាន 0
2 sin

2 4
U π

= =  

                

2
2

0
1

1 1 sin1 1 4 sin
2 2 8

U
U

π
π− −− −

= = =  

ឧបមាថាវពិតដល់តួទី p  គឺ 2sin
2p pU π

+= ។េយងនឹង្រសយថាវពិតដល់តួទី ( 1)p + គឺ 1 3sin
2p pU π

+ += ពិត 

េយងមាន 
2

1

1 1
2

p
p

U
U +

− −
=   ែតតមករឧបមា 2sin

2p pU π
+=    

េយងបាន 

2
2

1

1 1 sin
2

2

p

pU

π
+

+

− −
=  

2
2 3

3

1 cos 2sin
2 2 sin

2 2 2
p p

p

π π
π+ +

+

−
= = = ពិត 

ដូចេនះ  2sin
2n nU π

+=   ។ 

លំ�ត់ទី៣៥ 

េគឲ្យ 2 3 42 2cos , 2 2 2cos , 2 2 2 2cos
2 2 2
π π π

= + = + + =   

ពីឧទហរណ៍ខងេលចូររករូបមន�ទូេទ និង ្រសយប�� ក់រូបមន�េនាះផង ។ 

ដំេ�ះ��យ 

រករូបមន�ទូេទ  ៖ 

េគមាន 2 32 2cos , 2 2 2cos ,
2 2
π π

= + =   

         42 2 2 2cos
2
π

+ + =  

តមលនំាឧំទហរណ៍េយងអចទញរករូបមន�ទូេទដូចខងេ្រកម ៖ 

1

( )

2 2 2 ......... 2 2cos
2n

n

π
++ + + + =

((((((((

  ។ 

្រសយប�� ក់រូបមន�េនះ ៖ 

េយងតង
( )

2 2 2 ...... 2n

n

A = + + + +
((((((((

  ្រគប់ n∈  

េយងមាន 1 22 2cos
2

A π
= =  ពិត ។ េយងឧបមាថាវពិតដល់តួទី p  គ ឺ៖ 

1

( )

2 2 2 ...... 2 2cos
2p p

p

A π
+= + + + + =

((((((((

 ពិត 

េយងនឹង្រសយថាវពិតដល់តួទី 1p +  គ ឺ 1 22cos
2p pA π

+ +=  ពិត 

េយងមាន 1 2p pA A+ = +     
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េដយតមករឧបមា 12cos
2p pA π

+=  

េយងបាន 2
1 1 2 22 2cos 4cos 2cos

2 2 2p p p pA π π π
+ + + += + = =  ពិត 

ដូចេនះ 1

( )

2 2 2 ......... 2 2cos
2n

n

π
++ + + + =

((((((((

  ។ 

លំ�ត់ទី៣៦ 

ក) ចូរ្រសយថា 
2 cos(45 )1 tan

cos

o aa
a

−
+ =  

ខ) គណនា (1 tan1 )(1 tan 2 )(1 tan 3 )...(1 tan 45 )o o o oP = + + + +  

ដំេ�ះ��យ 

ក) ្រសយថា 
2 cos(45 )1 tan

cos

o aa
a

−
+ =   

េគមាន ៖ 

2 2 1cos(45 ) cos 45 cos sin 45 sin cos sin (cos sin )
2 2 2

1 sin 1cos (1 ) cos (1 tan )
cos2 2

o o oa a a a a a a

aa a a
a

− = + = + = +

= + = +
 

នាឲំ្យ 2 cos(45 ) 1 tan
cos

o a a
a

−
= +  ពិត ។  ដូចេនះ

2 cos(45 )1 tan
cos

o aa
a

−
+ =   ។ 

ខ) គណនា (1 tan1 )(1 tan 2 )(1 tan 3 )...(1 tan 45 )o o o oP = + + + +  

តមសមភាព  
2 cos(45 )1 tan

cos

o aa
a

−
+ =   េនាះេគបាន 

02 cos 441 tan1
cos1
2 cos 431 tan 2
cos 2

2 cos 421 tan 3
cos3

2 cos 01 tan 45
cos 45

o
o

o
o

o

o
o

o

o
o

o


+ =




+ =

 + =

− − − − − − − − − − − − −

 + =



 

គុណសមភាពេនះអង� និង អង�េគបាន 
( ) ( )

45
46

23
2 cos 0

2 2
cos 45

o

oP = = =   (េ្រពះ 
1cos 45
2

o =  ) 

ដូចេនះ 232 8388608P = =   ។ 
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លំ�ត់ទី៣៧ 

ក) ចូរ្រសយថា 
2 sin(135 )1 cot

sin

o aa
a

−
+ =  

ខ) គណនា (1 cot1 )(1 cot 2 )(1 cot 3 )...(1 cot134 )o o o oP = + + + +  
ដំេ�ះ��យ 

ក) ្រសយថា 
2 sin(135 )1 cot

sin

o aa
a

−
+ =  

េគមាន cos sin cos1 cot 1
sin sin

a a aa
a a

+
+ = + = េដយ sin cos 2 sin(45 ) 2 sin(135 )o oa a a a+ = + = −  

ដូចេនះ 
2 sin(135 )1 cot

sin

o aa
a

−
+ =

 
។ 

ខ) គណនា (1 cot1 )(1 cot 2 )(1 cot 3 )...(1 cot134 )o o o oP = + + + +    

េដយេ្របសមភាព 
2 sin(135 )1 cot

sin

o aa
a

−
+ =

 
េគបាន ( )134

672 2 147573952589676412928P = = =   ។ 

លំ�ត់ទី៣៨ 

ចូរ្រសយប�� ក់ថា 1 1 3 1 9 1 27 1( cos )( cos )( cos )( cos )
2 20 2 20 2 20 2 20 16

π π π π
+ + + + =   ។ 

 ដំេ�ះ��យ 

គណនាផលគុណខងេ្រកម ៖  

តង 1 1 3 1 9 1 27( cos )( cos )( cos )( cos )
2 20 2 20 2 20 2 20

P π π π π
= + + + +   

3

0

1 3cos
2 20

n

n

π
=

  
= +  

  
∏  

េគមាន 2 21 1 1cos 1 2sin (3 4sin )
2 2 2 2 2

a aa+ = + − = −  

េហយ 2 23sin 3sin 4sin sin (3 4sin )
2 2 2 2 2
a a a a a
= − = − នាឱំ្យ 2

3sin
23 4sin

2 sin
2

a
a

a− =  

េហតុេនះ  

3sin1 1 2cos
2 2 sin

2

a

a a+ = យក 3
20

n

a π
=  េគបាន 

13sin1 3 1 40cos .
32 20 2 sin
40

n

n

n

π
π

π

+

 
+ = 

 
 

េគបាន 

1

3

0

3 81sin sin1 1 140 40. .
32 16 16sinsin 4040

n

n
n

P

π π

ππ

+

=

 
 

= = = 
  
 

∏ េ្រពះ  81sin sin(2 ) sin
40 40 40
π π ππ= + =   ។ 

ដូចេនះ    1 1 3 1 9 1 27 1( cos )( cos )( cos )( cos )
2 20 2 20 2 20 2 20 16

π π π π
+ + + + =  ។ 
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លំ�ត់ទី៣៩ 

ចូរ្រសយថា  3 3 34 7 3cos cos cos
9 9 9 8
π π π
− + =

 
 ដំេ�ះ��យ 

តង 3 3 34 7cos cos cos
9 9 9

S π π π
= − +   

តមរូបមន�  3cos3 4cos 3cosa a a= − ឬ 3 3 1cos cos cos3
4 4

a a a= +  

កេន្សោមែដលឲ្យអចសរេសរជា 3 4 7 1 4 7(cos cos cos ) (cos cos cos )
4 9 9 9 4 3 3 3

S π π π π π π
= − + + − +  

តង 4 7 1 1 1 3cos cos cos
3 3 3 2 2 2 2

A π π π
= − + = + + = េហយ   4 7cos cos cos

9 9 9
B π π π
= − +   

េដយ 4 13cos cos
9 9
π π

− = េនាះ 7 13cos cos cos
9 9 9

B π π π
= + +   

គុណនឹង 2sin
3
π  េគបាន 

7 132 . sin 2cos sin 2cos sin 2cos sin
3 9 3 9 3 9 3

3 4 2 10 4 16 102 . sin sin( ) sin sin sin sin
2 9 9 9 9 9 9

2 16 73 sin sin 2 sin cos( ) 0
9 9 9

B

B

B

π π π π π π π

π π π π π π

π π ππ

= + +

= − − + − + −

= + = − =

 

េគទញបាន 0B = េហយ  3 1 3 30
4 4 8 8

S B A= + = + =  ។ 

ដូចេនះ 3 3 34 7 3cos cos cos
9 9 9 8
π π π
− + =  ។ 

 លំ�ត់ទី៤០ 

េគឲ្យស៊�ីតៃនចនួំនពិត ( )nU កនំតេ់ដយ 2 .sin
4

n

n
nU π

=  ែដល n∈  ។ 

ក-ចូរបង� ញថា  
( 1)2.cos cos sin

4 4 4
n n nπ π π+

= −    

ខ-ទញឲ្យបានថា 1 ( 1)( 2) cos ( 2) cos
4 4

n n
n

n nU π π+ +
= −    

គ-គណនាផលបូក 1 2 3 .........n nS U U U U= + + + + ជាអនុគមន៍ៃន n  ។ 

 ដំេ�ះ��យ 

ក-ចូរបង� ញថា  
( 1)2.cos cos sin

4 4 4
n n nπ π π+

= −    

តមរូបមន�  cos( ) cos cos sin sina b a b a b+ = −    

( 1)2 cos 2 cos( ) 2(cos cos sin sin )
4 4 4 4 4 4 4

n n n niπ π π π π π π+
= + = −  
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( 1) 2 22 cos 2( cos sin ) cos sin

4 2 4 2 4 4 4
n n n n nπ π π π π+

= − = −  

ដូចេនះ 
( 1)2.cos cos sin

4 4 4
n n nπ π π+

= −   ។ 

ខ-ទញឲ្យបានថា 1 ( 1)( 2) cos ( 2) cos
4 4

n n
n

n nU π π+ +
= −   

េយងមាន 
( 1)2.cos cos sin

4 4 4
n n nπ π π+

= −  នាឲំ្យ 
( 1)sin cos 2 cos

4 4 4
n n nπ π π+

= −  

គុណអង�ទងំពីរនឹង ( 2)n េគបាន 1 ( 1)( 2) sin ( 2) cos ( 2) cos
4 4 4

n n nn n nπ π π+ +
= −  

ដូចេនះ 1 ( 1)( 2) cos ( 2) cos
4 4

n n
n

n nU π π+ +
= −   ។ 

គ-គណនាផលបូក 1 2 3 .........n nS U U U U= + + + +   

េយងបាន   1 1

1

( 1) ( 1)( 2) cos ( 2) cos 2 cos ( 2) cos
4 4 4 4

n
k k n

n
k

k k nS π π π π+ +

=

+ + = − = −  
∑  

ដូចេនះ   1 ( 1)1 ( 2) cos
4

n
n

nS π+ +
= −    ។ 

 លំ�ត់ទី៤១ 

េគមានអនុគមន៍េលខ f  កនំត់ពីសណំុំ IN  េទសណំុំ IR េដយ (0) 0f =  និង 

2( 1) 2 ( ) tan
2nf n f n π

++ = +   ។  ចូរកនំត់រក ( )f n  ? 

 ដំេ�ះ��យ 

កនំត់រក ( )f n  

េគមាន 2( 1) 2 ( ) tan
2nf n f n π

++ = +    

ែចកអង�ទងំពីរនឹង 2n  េគបាន  ( )1 2

1 1 1( ) ( ) tan 1
2 2 2 2n n n nf n f n π

− += +  

េគមាន 2 2

2 tan 2 tan 2tan 2
1 tan tan cot tan cot tan

a aa
a a a a a a

= = =
− − −

 

េគទញ tan cot 2cot 2a a a= −    េដយយក 22na π
+=   េគបាន ( )2 2 1tan cot 2cot 2

2 2 2n n n

π π π
+ + += −  

យក (២) ជួសក�ុង (១) េគបាន 1 2 1 1

1 1 1 1( 1) ( ) cot cot
2 2 2 2 2 2n n n n n nf n f n π π

− + − ++ − = −
 

នាឲំ្យ   
1 1

1 2 1 1
0 0

1 1 1 1[ ( 1) ( )] [ cot cot ]
2 2 2 2 2 2

n n

k k k k k k
k k

f k f k π π− −

− + − +
= =

+ − = −∑ ∑   

                          
1 1 1 1

1 1( ) 2 (0) cot ( ) cot
2 2 2 2n n n nf n f f nπ π

− − + +− = ⇒ =  

ដូចេនះ 1( ) cot
2nf n π

+=   ។ 
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លំ�ត់ទី៤២ 

ចូរ្រសយប�� ក់ថា 2 2| cos sin |a x b x a b+ ≤ +  ចេំពះ្រគប់ x∈ℜ  ។ 

 ដំេ�ះ��យ 

្រសយប�� ក់ថា 2 2| cos sin |a x b x a b+ ≤ +   

ឧបមាថា 2 2| cos sin |a x b x a b+ ≤ +   ពិត 

សមមូល 2 2 2( cos sin )a x b x a b+ ≤ + េដយ 2 2sin cos 1x x+ =  េនាះេគបាន ៖ 
2 2 2 2 2( cos sin ) ( )(sin cos )a x b x a b x x+ ≤ + +  

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2cos 2 sin cos sin sin cos sin cosa x ab x x b x a x a x b x b x+ + ≤ + + +  
ឬ 2 2 2 2sin 2 sin cos cos 0a x ab x x b x− + ≥ ឬ 2( sin cos ) 0a x b x− ≥   ពិត 

ដូចេនះ 2 2| cos sin |a x b x a b+ ≤ +   ពិត  ។ 

លំ�ត់ទី៤៣ 

ចូរបង� ញថា   
2

(sin cos )(sin cos ) 1
2

a bx a x x b x + + + ≤ +  
 

។ 

ដំេ�ះ��យ 

េគមាន ( )
2

(sin cos )(sin cos ) 1 1
2

a bx a x x b x + + + ≤ +  
 

  

-េប cos 0x =  េនាះ 
2

2sin 1
2

a bx + ≤ +  
 

 ពិត 

-េប cos 0x ≠   េយងែចកអង�ទងំពីរៃន  ( )1  នឹង 2cos x  

  
2

2

1(tan )(tan ) 1
2 cos

a bx a x b
x

 + + + ≤ +  
   

 តង tant x=  េនាះ 2 2
2

1 1 tan 1
cos

x t
x
= + = +  

េគបាន ( )
2

2( )( ) 1 1
2

a bt a t b t
 + + + = + +  

     
2 2

2 2 2( ) 1
2 2

a b a bt a b t ab t t+ +   + + + ≤ + + +   
   

 

2 2 2 2
2 ( ) 1 0 1 0

2 2 2 2
a b a b a b a bt a b t ab t+ + + −       − + + + − ≥ ⇔ − + ≥       

       
Bti  

ដូចេនះ  
2

(sin cos )(sin cos ) 1
2

a bx a x x b x + + + ≤ +  
 

  ។ 

 លំ�ត់ទី៤៤ 

ចូរបង� ញថា ( ) 2
1 1 1 2

sin cos
a b ab

x x
   + + ≥ +   
   

 ចេំពះ្រគប់ 0 , 0 , 0
2

a b x π
> > < < ។ 

 ដំេ�ះ��យ 

បង� ញថា  ( ) 2
1 1 1 2

sin cos
a b ab

x x
   + + ≥ +   
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េគមាន (1 ) (1 ) 1
sin cos sin cos sin cos

a b a b ab
x x x x x x

+ + = + + +  

តមវសិមភាព AM GM−  េគមាន 
2

sin cos sin cos
a b ab

x x x x
+ ≥

 

េនាះេគបាន  ៖
2(1 )(1 ) 1

sin cos sin cossin cos
a b ab ab

x x x xx x
+ + ≥ + +  

                      

2

2 2

(1 )(1 ) (1 )
sin cos sin cos

2(1 ) (1 ) (1 ) (1 2 )
sin cos sin 2

a b ab
x x x x

a b ab ab
x x x

+ + ≥ +

+ + ≥ + ≥ +

 

ពីេ្រពះ្រគប់ 0
2

x π
< <  េគមាន sin 2 1x ≤   ។ 

ដូចេនះ ( ) 2
1 1 1 2

sin cos
a b ab

x x
   + + ≥ +   
   

។ 

 លំ�ត់ទី៤៥ 

ចេំពះ្រគបច់នួំនពិត x ចូរ្រសយប�� ក់ថា   
4 4sin cos 1x x

a b a b
+ ≥

+
    ; ( 0 , 0 )a b> >  

 ដំេ�ះ��យ 

្រសយប�� ក់ថា 
4 4sin cos 1x x

a b a b
+ ≥

+
  

តមវសិមភាព Cauchy Schwarz−  េគបាន 
4 4 2 2 2 2 2 2 2sin cos (sin ) (cos ) (sin cos )x x x x x x

a b a b a b
+

+ = + ≥
+

 

េដយ 2 2sin cos 1x x+ = ។  ដូចេនះ 
4 4sin cos 1x x

a b a b
+ ≥

+
  ។ 

លំ�ត់ទី៤៦ 

េគឲ្យ , ,x y z  ជាចនួំនពិតែដលេផ��ងផា� ត់លក�ខណ័�  cos cos cos 0x y z+ + =  និង 

cos3 cos3 cos3 0x y z+ + = ។  ចូរបង� ញថា cos 2 cos 2 cos 2 0x y z ≤   ។ 

 ដំេ�ះ��យ 

បង� ញថា cos 2 cos 2 cos 2 0x y z ≤   

តមរូបមន� 3cos3 4cos 3cosa a a= −  េគទញ 34cos 3cos cos3 (1)x x x= +  
្រសយដូចគា� ែដរ  

       3 34cos 3cos cos3 (2) & 4cos 3cos cos3 (3)y y y z z z= + = +  

បូកទនំាក់ទនំង (1) , (2) , (3)  េគបាន   3 3 34cos 4cos 4cos 0x y z+ + =  

ឬ 3 3 3cos cos cos 0x y z+ + = ( េ្រពះ cos cos cos 0x y z+ + =  និង cos3 cos3 cos3 0x y z+ + = ) 

េគមាន cos cos cos 0x y z+ + =  េគបាន cos cos cosx y z+ = − េលកជាគូបេគបាន ៖ 
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3 3

3 3 3

3 3 3

3 3 3

(cos cos ) cos
cos 3cos cos (cos cos ) cos cos
cos 3cos cos cos cos cos
cos cos cos 3cos cos cos

x y z
x x y x y y z
x x y z y z
x y x x y z

+ = −

+ + + = −

− + = −

+ + =

 

េដយ 3 3 3cos cos cos 0x y z+ + = េគទញ 3cos cos cos 0x y z = នាឲំ្យ cos 0x =  ឬ cos 0y =  ឬ 

cos 0z =  ។ េដយសន�តយក cos 0x =  េនាះ cos cosy z= −  

េគបាន  2 2 2 2 2cos 2 cos 2 cos 2 (2cos 1)(2cos 1)(2cos 1) (2cos 1) 0x y z x y z z= − − − = − − ≤  

ដូចេនះប�� ្រត�វបាន្រសយប�� ក់ ។ 

 លំ�ត់ទី៤៧ 

េគឲ្យអនុគមន៍ 2 2 2 2( ) sin cos cos sinf x a x b x c a x b x c= + + + + +    

ែដល , ,a b c  ជាបីចនួំនពិតវជិ�មាន ។ ចូរ្រសយថា ( ) 2
2

a ba c b c f x c+
+ + + ≤ ≤ +  

រួចប�� កត់ៃម�អតិបរមា និង អប្បបរមាៃន ( )f x  ។ 

 ដំេ�ះ��យ 

្រសយថា ( ) 2
2

a ba c b c f x c+
+ + + ≤ ≤ +   

េយងមាន ៖ 2 2 2 2( ) sin cos cos sin (1)f x a x b x c a x b x c= + + + + +    

េដយ , ,a b c  ជាបីចនួំនពិតវជិ�មានេនាះ : ( ) 0x IR f x∀ ∈ >  

េលកអង�ទងំពីរៃន (1)  ជាកេរេគបាន ៖ 

( ) 2
2 2 2 2 2

2 2 2 2 2

( ) sin cos cos sin

( ) 2 2 ( sin cos )( cos sin ) (2)

f x a x b x c a x b x c

f x a b c a x b x c a x b x c

= + + + + +

= + + + + + + +
 

តមវសិមភាពកូសីុ្រគបច់នួំនពិត , 0A B ≥ េគមាន   2 .A B A B+ ≥  ឬ 2 .A B A B≤ +  

េគបាន ៖ 2 2 2 22 ( sin cos )( cos sin ) 2a x b x c a x b x c a b c+ + + + ≤ + +  

តមទនំាក់ទនំង ( )2  េគទញបាន 2 ( ) 2 2 4( )
2

a bf x a b c a b c c+
≤ + + + + + = +   

នាឲំ្យ  ( ) 2 (3)
2

a bf x c+
≤ +  

ម្យោង៉េទៀតេយងតង ៖ 2 2 2 2( ) ( sin cos )( cos sin )P x a x b x c a x b x c= + + + +  
2 2 2 2

2 2

2 2 2 4

2 2 2

( ) [ (1 cos ) cos ] [ cos (1 cos ) ]
( ) [( ) ( ) cos ] [ ( ) ( ) cos ]
( ) ( )( ) ( ) cos ( ) cos
( ) ( )( ) ( ) cos sin

P x a x b x c a x b x c
P x a c b a x b c b a x
P x a c b c b a x b a x
P x a c b c b a x x

= − + + + − +

= + + − + − −

= + + + − − −

= + + + −

 

េយងមាន 2 2 2( ) sin cos 0 ,b a x x x IR− ≥ ∀ ∈  
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េគទញបាន ( ) ( )( ) ,P x a c b c x IR≥ + + ∀ ∈  

ទនំាកទ់នំង (2)  េគអចសរេសរ ៖ 
2

2

2 2

( ) 2 2 ( ) 2 2 ( )( )

( ) ( ) ( ) 2 ( )( )

( ) ( )

f x a b c P x a b c a c b c

f x a c b c a c b c

f x a c b c

= + + + ≥ + + + + +

≥ + + + + + +

≥ + + +

 

េគទញ ( ) (4)f x a c b c≥ + + +  

តមទនំាក់ទនំង (3)  និង (4)  េគទញបាន ៖ 

( ) 2
2

a ba c b c f x c+
+ + + ≤ ≤ +  ចេំពះ្រគប ់ x IR∈   

 លំ�ត់ទី៤៨ 

េគមានអនុគមន៍ 
2 2

2 2
2 2

1 1( ) sin cos
sin cos

f x x x
x x

   = + + +   
   

 

ចូររកតៃម�តូចបផុំតៃនអនុគមន៍េនះ ។ 

 ដំេ�ះ��យ 

រកតៃម�តូចបផុំតៃន ( )f x  

2 2 2 2
2 2

1 1( ) (cos ) (sin )
cos sin

f x x x
x x

= + + +  

     

4 4 4 4
4 4 4 4

4 4 2 2 2 2 2
4 4 4

2
4

1 1 1 1cos 2 sin 2 4 (cos sin ) ( )
cos sin sin cos

1 164 (cos sin )(1 ) 4 (cos sin ) 2sin cos (1 )
sin cos sin 2

1 164 (1 sin 2 )(1 )
2 sin 2

x x x x
x x x x

x x x x x x
x x x

x
x

= + + + + + = + + + +

 = + + + = + + − + 

= + − +

 

េដយេគមាន 2sin 2 1x ≤  នាឲំ្យ 21 11 sin 2
2 2

x− ≥  និង 4

161 17
sin 2x

+ ≥  ។ 

េគទញ 2
4

1 16 17 254 (1 sin 2 )(1 ) 4
2 sin 2 2 2

x
x

+ − + ≥ + =  

េយងបាន 2
4

1 16 5 2( ) 4 (1 sin 2 )(1 )
2 sin 2 2

f x x
x

= + − + ≥  

ដូចេនះតៃម�តូចបផុំតៃនអនុគមន៍គ ឺ
5 2

2
m =   ។ 

 លំ�ត់ទី៤៩ 

េគឲ្យអនុគមន៍  ៖ 

( ) ( )2 2( ; ) cos cos sin sinf x y a x b y a x b y= + + +  ( ែដល 0 , 0a b> >  ) ។ 

ចេំពះ្រគប់ ;x y IR∈  បង� ញថា 2( ; ) ( )f x y a b≤ +  ។ 
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 ដំេ�ះ��យ 

បង� ញថា 2( ; ) ( )f x y a b≤ +  

( ) ( )2 2( ; ) cos cos sin sinf x y a x b y a x b y= + + +       

           

2 2 2 2 2 2

2 2

(cos sin ) (cos sin ) 2 (cos cos sin sin )
2 cos( )

a x x b y y ab x y x y
a b ab x y

= + + + + +

= + + −  
េគបាន 2 2( ; ) 2 cos( )f x y a b ab x y= + + − េដយេគមាន ; : cos( ) 1x y IR x y∀ ∈ − ≤

 េយងបាន 2 2 2( ) 2 ( )f x a b ab a b≤ + + = +  

ដូចេនះ 2( ; ) ( )f x y a b≤ +  ។ 

លំ�ត់ទី៥០ 

ចូរគណនា 2 2 22 4sin sin sin
7 7 7

S π π π
= + +  ។ 

 ដំេ�ះ��យ 

គណនា 2 2 22 4sin sin sin
7 7 7

S π π π
= + +  

េយងបាន 

2 4 81 cos 1 cos 1 cos
7 7 7

2 2 2
S

π π π
− − −

= + +
3 1 2 4 8( cos cos cos )
2 2 7 7 7

π π π
= − + +                   

តង 
2 4 8cos cos cos
7 7 7

T π π π
= + +  

           5 3 5 3cos ( ) cos ( ) cos ( ) cos cos cos
7 7 7 7 7 7
π π π π π ππ π π= − + − + + = − − −  

គុណអង�ទងំពីរនឹង 2sin
7
π

 េគបាន 
5 32 sin 2cos sin 2cos sin 2cos sin

7 7 7 7 7 7 7
T π π π π π π π

= − − −  

តមរូបមន� 2cos sin sin( ) sin( )a b a b a b= + − −  

5 32 sin 2cos sin 2cos sin 2cos sin
7 7 7 7 7 7 7

6 4 4 2 22 sin ( sin sin ) (sin sin ) sin
7 7 7 7 7 7

62 sin sin sin( ) sin
7 7 7 7

T

T

T

π π π π π π π

π π π π π π

π π π ππ

= − − −

=− − − − −

= − = − − = −

 

េគទញ 
1
2

T = −  នាឲំ្យ  
3 1 1 7( )
2 2 2 4

S = − − =  

ដូចេនះ 2 2 22 4 7sin sin sin
7 7 7 4

S π π π
= + + =  ។ 

 

 

 

 

Page 28 

 

111 Trigonometry 
by phalkun Lim



 លំ�ត់ទី៥១ 

ចូរគណនា 
2 4 8sin sin sin
7 7 7

S π π π
= + +    

 ដំេ�ះ��យ 

េគមាន 
2 5 4 3 8sin sin , sin sin , sin sin
7 7 7 7 7 7
π π π π π π
= = = − េហយ 

2 8sin sin sin
7 7 7
π π π
> = −   

និង 
4sin 0
7
π
> េគបាន 

5 3sin sin sin 0
7 7 7

S π π π
= + − >  

េលកអង�ទពីំរជាកេរេគបាន ៖ 

2 2 2 25 3 5 3 5 3sin sin sin 2sin sin 2sin sin 2sin sin
7 7 7 7 7 7 7 7 7

S π π π π π π π π π
= + + + − − តង 

2 2 25 3sin sin sin
7 7 7

M π π π
= + +  

   

10 6 2cos cos cos3 3 1 3 57 7 7 cos( ) cos( ) cos( )
2 2 2 2 7 7 7
3 1 3 5( cos cos cos )
2 2 7 7 7

π π π
π π ππ π π

π π π

+ +  = − = − + + − + −  

= − − − −

 

យក 
5 3cos cos cos
7 7 7

T π π π
= − − − គុណអង�ទងំពីរនឹង 2sin

7
π

 េគបាន ៖ 

5 32 sin 2cos sin 2cos sin 2cos sin
7 7 7 7 7 7 7

T π π π π π π π
= − − −  

តមរូបមន� 2cos sin sin( ) sin( )a b a b a b= + − −  

5 32 sin 2cos sin 2cos sin 2cos sin
7 7 7 7 7 7 7

6 4 4 2 22 sin ( sin sin ) (sin sin ) sin
7 7 7 7 7 7

62 sin sin sin( ) sin
7 7 7 7

T

T

T

π π π π π π π

π π π π π π

π π π ππ

= − − −

=− − − − −

= − = − − = −

 

េគទញ 
1
2

T = −  នាឲំ្យ 
3 1 7
2 4 4

M = + = ។   

តង 
5 3 5 32sin sin 2sin sin 2sin sin
7 7 7 7 7 7

N π π π π π π
= − −   

            

2 8 4 6 2 4cos cos cos cos cos cos
7 7 7 7 7 7

6 8cos cos 2sin .sin( ) 0
7 7 7

π π π π π π

π π ππ

= − − + − +

= − = − − =
 

េគបាន 2 7 70
4 4

S M N= + = + =  េដយ 0S >  េនាះ 
7

2
S =  ។ 

ដូចេនះ 
2 4 8 7sin sin sin
7 7 7 2

S π π π
= + + =   ។ 
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 លំ�ត់ទី៥២ 

េគឲ្យកេន្សោម 3 3 33 5cos cos cos
7 7 7

S π π π
= + +  និង 4 4 43 5cos cos cos

7 7 7
T π π π
= + +    

ក.ចូរ្រសយថាបចីនួំន
3 5cos , cos , cos

7 7 7
π π π

ជាឬសរបស់សមកីរ 3 2( ) : 8 4 4 1 0E x x x− − + =   ។ 

ខ.ទញរកតៃម� 

 

3 5 3 3 5 5cos cos cos ; cos cos cos cos cos cos
7 7 7 7 7 7 7 7 7

M Nπ π π π π π π π π
= + + = + +  

និង 
3 5cos cos cos

7 7 7
P π π π
=  ។ 

គ.គណនា 2 2 23 5cos cos cos
7 7 7

Q π π π
= + +  រួចទញរកតៃម� S និងT  ។ 

 ដំេ�ះ��យ 

ក.្រសយថាបីចនួំន 
3 5cos , cos , cos

7 7 7
π π π

 ជាឬសរបស់សមកីរ 3 2( ) : 8 4 4 1 0E x x x− − + =    

តង 
2 1cos , 1 , 2 , 3

7n
nx nπ−

= =  ជាឬសមកីរ ( )E  េគបាន 

3 2

2 2

2

(2 1) (2 1) (2 1)8cos 4cos 4cos 1 0
7 7 7

(2 1) (2 1) (2 1)4cos ( 2cos 1 ) 1 4 (1 sin ) 0
7 7 4

(2 1) 2(2 1) (2 1)4cos cos ( 3 4sin ) 0
7 7 7

2(2 1) 4(2 1) (2sin sin 3sin
7 74 . (2 1) 2(2 1)2sin 2sin
7 7

n n n

n n n

n n n

n n n

n n

π π π

π π π

π π π

π π

π π

− − −
− − + =

− − −
− + − − =

− − −
− − =

− − −

× −
− −

31) (2 1)4sin
7 7 0(2 1)sin

7
4(2 1) 3(2 1)sin sin

7 7 0 ( * )(2 1) (2 1)sin sin
7 7

n

n

n n

n n

π π

π

π π

π π

−
−

=
−

− −

− =
− −

 
េដយ (2 1): sin 0

7
nn π−

∀ ∈ ≠  េហតុសមកីរ ( * )  សមមូល ៖ 

4(2 1) 3(2 1) (2 1) (2 1)sin sin 0 2sin cos 0
7 7 7 2

n n n nπ π π π− − − −
− = ⇔ =  

                                                                                                   0 0=  េផ��ងផា� ត់ ។ 

ដូចេនះ 
3 5cos , cos , cos

7 7 7
π π π

 ជាឬសរបស់សមកីរ ( )E  ។ 

ខ.ទញរកតៃម� , ,M N P   

សន�តថា 1 2 3
3 5cos , cos , cos

7 7 7
x x xπ π π
= = =   តម្រទឹស�ីបទែវ្យតអនុត�នក៍�ុងសមីករ 

3 28 4 4 1 0x x x− − + = េគបាន 

 

1 2 3 1 2 2 3 1 3
1 1;
2 2

b cM x x x N x x x x x x
a a

= + + = − = + = + + = = −  
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និង 1 2 3
1
8

dP x x x
a

= = − = −  ។ 

ដូចេនះ 3 5 1 3 3 5 5 1cos cos cos ; cos cos cos cos cos cos
7 7 7 2 7 7 7 7 7 7 2

M Nπ π π π π π π π π
= + + = = + + = −  

និង   
3 5 1cos cos cos

7 7 7 8
P π π π
= = −    ។ 

គ.គណនា 2 2 23 5cos cos cos
7 7 7

Q π π π
= + +   

េយងបាន 2 2 2
1 2 3Q x x x= + +  

                   

2
1 2 3 1 2 2 3 1 3

2

( ) 2( )
1 1 52 2 ( )
4 2 4

x x x x x x x x x

M N

= + + − + +

= − = − − =
 

ដូចេនះ 2 2 23 5 5cos cos cos
7 7 7 4

Q π π π
= + + =  ។ 

ទញរកតៃម� S  និង T  

េយងបាន 3 3 33 5cos cos cos
7 7 7

S π π π
= + +  ឬ 3 3 3

1 2 3S x x x= + +  

េដយ 1 2 3
3 5cos , cos , cos

7 7 7
x x xπ π π
= = = ជាឬសរបស់ ( )E េនាះេគបាន  ៖ 

3 2
1 1 1

3 2
2 2 2
3 2

3 3 3

8 4 4 1 0 (1)

8 4 4 1 0 (2)

8 4 4 1 0 (3)

x x x
x x x
x x x

 − − + =


− − + =
 − − + =

 

បូកសមីករ (1) , (2) , (3)  អង�នឹងអង�េគបាន ៖ 
3 3 3 2 2 2

1 2 3 1 2 3 1 2 38 ( ) 4( ) 4( ) 3 0
8 4 4 3 0

x x x x x x x x x
S Q M

+ + − + + − + + + =
− − + =

 

េគទញ 

5 1
3 3 7 3 14 2

2 8 2 8 8 8 2
Q MS

++
= − = − = − =  

ដូចេនះ 3 3 33 5 1cos cos cos
7 7 7 2

S π π π
= + + =  ។ 

ម៉្យោេទៀត 4 4 4 4 4 4
1 2 3

3 5cos cos cos
7 7 7

T x x xπ π π
= + + = + +   

េដយគុណសមីករ (1) , (2) , (3)  េរៀងគា� នឹង 1 2 3, ,x x x  

េគបាន  

4 3 2
1 1 1 1

4 3 2
2 2 2 2

4 3 2
3 3 3 2

8 4 4 0 (1')

8 4 4 0 (2 ')

8 4 4 0 (3')

x x x x
x x x x
x x x x

 − − + =


− − + =
 − − + =

 

បូកសមីករ (1') , (2 ') , (3')  អង�នឹងអង�េគបាន 8 4 4 0T S Q M− − + =    

េគទញ 
7 1 3

2 8 8 8 4
S Q MT +

= − = − =  ។ដូចេនះ 4 4 43 5 3cos cos cos
7 7 7 4

T π π π
= + + =  ។ 
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 លំ�ត់ទី៥៣ 

ចូរ្រសយប�� ក់ថា   
3

3 3 3 32 4 8 5 3 7cos cos cos
7 7 7 2
π π π −
+ + =   ។ 

ដំេ�ះ��យ 

្រសយប�� ក់ថា
3

3 3 3 32 4 8 5 3 7cos cos cos
7 7 7 2
π π π −
+ + =    

តង 1 2 3
2 4 8cos , cos , cos
7 7 7

x x xπ π π
= = =  

  1 2 3 1 2 2 3 1 3 1 2 3, ,A x x x B x x x x x x C x x x= + + = + + =  

   3 3 33 3 3
1 2 3 1 2 2 3 1 3,S x x x T x x x x x x= + + = + +  

ជាដបូំងេយង្រត�វគណនាតៃម�្របាកដៃន , ,A B C  ។ 

គណនា 2 4 8cos cos cos
7 7 7

A π π π
= + +  

តមរូបមន�បែម�ងមុ ំcos( ) cosπ θ θ− = −    េគមាន 

2 5 5cos cos( ) cos
7 7 7

4 3 3cos cos( ) cos
7 7 7

8cos cos( ) cos
7 7 7

π π ππ

π π ππ

π π ππ

 = − = −

 = − = −

 = + = −

 

េគបាន 3 5cos cos cos
7 7 7

A π π π
= − − − ។  គុណអង�ទងំពីរនឹង 2sin

7
π  េគបាន ៖ 

3 52 sin 2cos sin 2cos sin 2cos sin
7 7 7 7 7 7 7

A π π π π π π π
= − − −  

តមរូបមន� 2cos sin sin( ) sin( )a b a b a b= + − −  េគបាន ៖ 

2 4 2 6 42 sin sin sin sin sin sin
7 7 7 7 7 7

62 sin sin sin( ) sin
7 7 7 7

A

A

π π π π π π

π π π ππ

= − − + − +

= − = − − = −
 

េគទញបាន 1
2

A = −  

គណនា 2 4 4 8 2 8cos cos cos cos cos cos
7 7 7 7 7 7

B π π π π π π
= + +  

តមរូបមន� [ ]1cos cos cos( ) cos( )
2

a b a b a b= + + +  

1 6 2 1 12 4 1 10 6cos cos cos cos cos cos
2 7 7 2 7 7 2 7 7

B π π π π π π     = + + + + +     
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េដយ 

6 8 8cos cos(2 ) cos
7 7 7

12 2 2cos cos(2 ) cos
7 7 7

10 4 4cos cos(2 ) cos
7 7 7

π π ππ

π π ππ

π π ππ

 = − =

 = − =

 = − =

 

1 8 2 1 2 4 1 4 8(cos cos ) (cos cos ) (cos cos )
2 7 7 2 7 7 2 7 7

2 4 8 1cos cos cos
7 7 7 2

B

B A

π π π π π π

π π π

= + + + + +

= + + = = −
 

គណនា 2 4 8cos cos cos
7 7 7

C π π π
=  

តមរូបមន� sin 2 2sin cosa a a=  េនាះ sin 2cos
2sin

aa
a

=  

េគបាន 

4 8 16 16sin sin sin sin17 7 7 7.2 4 8 282sin 2sin 2sin sin
7 7 7 7

C

π π π π

π π π π= × × =  

េដយ 16 2 2sin sin(2 ) sin
7 7 7
π π ππ= + =  េនាះ 1

8
C =  

េហតុេនះេគបាន 1 1 1, ,
2 2 8

A B C= − = − =   ។ 

េដយេ្របឯកលក�ណះភាព ៖ 
3 3 3 3( ) ( ) 3( )( ) 3a b c a b c a b c ab bc ca abc+ + = + + + + + + + −  

តម  3 3 33 3 3
1 2 3 1 2 2 3 1 3,S x x x T x x x x x x= + + = + +  

េគបាន  3 3 1 33 . 3 3 3 2
2 2

S A S T C ST ST= + − = − + − = −  

33 2 2 2 23 3 3
1 2 3 1 2 3 1 2 3

3 3 33 3
1 2 3 1 2 3

3 ( ) 3
1 3 3 53 ( )
2 4 2 4

T B T x x x x x x x x x C

T T x x x x x x ST

= + + + −

= − + + + − = −
 

េគបាន 3 3 3 3 (3 2)(6 5)(3 2)( )
2 4 4

ST STS T ST ST − −
= − − =  

ឬ  3 3 2 24 18 27 10 0S T S T ST− + − =  តង .u S T=  

េគបាន 3 24 18 27 10 0u u u− + − =   ឬ  3 28 36 54 20 0u u u− + − =  

ឬ  3(2 3) 7 0u − + =  នាឲំ្យេគទញ  
33 7.

2
u S T −
= =  

េហយ 
3 3

3 3 7 5 3 73 . 2 3 2
2 2

S S T − −
= − = × − =  

ដូចេនះ 
3

33 3 3
2 4 8 5 3 7cos cos cos
7 7 7 2

S π π π −
= + + =   ។ 
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 លំ�ត់ទី៥៤ 

គណនាផលគុណខងេ្រកម ៖ 6 8 10 12tan tan tan tan tan
27 27 27 27 27

P π π π π π
=    

 ដំេ�ះ��យ 

គណនាផលគុណ 6 8 10 12tan tan tan tan tan
27 27 27 27 27

P π π π π π
=   

េគមាន 
3 tan8 27tan tan( )

27 3 27 1 3 tan
27

π
π π π

π

−
= − =

+
         

     
3 tan10 27tan tan( )

27 3 27 1 3 tan
27

π
π π π

π

+
= + =

−
   

េគទញ 
3

2

3 tan tan8 10 27 27tan tan tan tan
27 27 27 91 3tan

27

π π
π π π π

π

−
= =

−
 

េគបាន 2 4tan tan tan
9 9 9

P π π π
=  

េគមាន 
3 tan2 9tan tan( )

9 3 9 1 3 tan
9

π
π π π

π

−
= − =

+
  

       
3 tan4 9tan tan( )

9 3 9 1 3 tan
9

π
π π π

π

+
= + =

−
 

េគទញ 
2

2

3 tan2 4 9tan tan
9 9 1 3tan

9

π
π π

π

−
=

−
 

េគបាន 
3

2

3 tan tan
9 9 tan 3

31 3tan
9

P

π π
π

π

−
= = =

−
 

ដូចេនះ 6 8 10 12tan tan tan tan tan 3
27 27 27 27 27

P π π π π π
= =   ។ 

 លំ�ត់ទី៥៥ 

ចូរ្រសយប�� ក់ថា 7 11 2tan tan tan 1
30 30 30 5
π π π

= −      

 ដំេ�ះ��យ 

្រសយប�� ក់ថា   7 11 2tan tan tan 1
30 30 30 5
π π π

= −   
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េគមាន 
3 tan7 30tan tan( )

30 3 30 1 3 tan
30

π
π π π

π

−
= − =

+
   

េហយ 
3 tan11 30tan tan( )

30 3 30 1 3 tan
30

π
π π π

π

+
= + =

−
   

េគបាន 
3

2

3 tan tan7 11 30 30tan tan tan tan
30 30 30 101 3tan

30

π π
π π π π

π

−
= =

−
 

េគមាន 2 3
5 5
π ππ= −  េនាះ 2 3 3tan tan( ) tan

5 5 5
π π ππ= − = −  

េដយ 
2

2 tan2 5tan
5 1 tan

5

π
π

π=
−

 និង 
3

2

3 tan tan3 5 5tan
5 1 3tan

5

π π
π

π

−
=

−
   

េគបាន 
3

2 2

2 tan 3tan tan
5 5 5

1 tan 1 3tan
5 5

π π π

π π

−
= −

− −
  ឬ  

2

2 2

3 tan2 5

1 tan 1 3tan
5 5

π

π π

−
= −

− −
   តង 2tan

5
t π
=  

េដយ 
6 5 4
π π π
< <   េនាះ 1 1

3
t< <   េគបាន 2 3

1 1 3
t

t t
−

= −
− −

 នាឲំ្យ 2 10 5 0t t− + =  

' 25 5 20∆ = − =   េគទញឬស 1 25 2 5 , 5 2 5t t= − = + េដយ 1 1
3

t< <   េនាះ 5 2 5t = −  

េគបាន 2tan 5 2 5
5
π
= −   េនាះ tan 5 2 5

5
π
= −  

តមរូបមន� 2

2 tantan 2
1 tan

aa
a

=
−

 េគបាន 
2

2 tan
10tan 5 2 5

5 1 tan
10

π
π

π= = −
−

   តង tan 0
10

u π
= >  

េគបាន 2

2 5 2 5
1

u
u

= −
−

  ឬ  2 2 1 0
5 2 5

u u+ − =
−

។  
21 6 2 5 ( 5 1)' 1

5 2 5 5 2 5 5 2 5
− −

∆ = + = =
− − −

 

េគទញ 
1

2

1 5 1 5

5 2 5 5 2 5 5 2 5

1 5 1 5 2 21
55 2 5 5 2 5 5 2 5

t

t

 −
= − − = −

− − −


− − = − + = = −
 − − −

 

េដយ 0t >   េនាះ 2tan 1
10 5
π

= −  

ដូេច�ះ  7 11 2tan tan tan 1
30 30 30 5
π π π

= −   ។ 
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លំ�ត់ទី៥៦ 

េគឲ្យស�ុ ីតៃនចនួំនពិត ( )nt  កណំត់េដយ 1 5 2 5t = −   និង 
3

1 2

3
1 3

n n
n

n

t tt
t+

−
=

−
  ែដល n IN∈   

ក) ចូរ្រសយថា 1 tan
5

t π
=   ។ 

ខ) េគតង tann nt u=   ែដល 0
2nu π

< <   ្រគប់ n IN∈  ។ចូរ្រសយថា ( )nu  ជាស�ុ ីតធរណីមា្រតមួយ ។ 

គ)គណនា nu  និង nt  ជាអនុគមន៍ៃន n   ។ 

 ដំេ�ះ��យ 

ក) ្រសយថា 1 tan
5

t π
=    

េគមាន 2 3
5 5
π ππ= −  េនាះ 2 3 3tan tan( ) tan

5 5 5
π π ππ= − = −  

េដយ 
2

2 tan2 5tan
5 1 tan

5

π
π

π=
−

 និង 
3

2

3 tan tan3 5 5tan
5 1 3tan

5

π π
π

π

−
=

−
  េគបាន 

3

2 2

2 tan 3tan tan
5 5 5

1 tan 1 3tan
5 5

π π π

π π

−
= −

− −
   

ឬ  
2

2 2

3 tan2 5

1 tan 1 3tan
5 5

π

π π

−
= −

− −
   តង 2tan

5
t π
= េដយ 

6 5 4
π π π
< <   េនាះ 1 1

3
t< <    

េគបាន 2 3
1 1 3

t
t t

−
= −

− −
 នាឲំ្យ 2 10 5 0t t− + = ។ ' 25 5 20∆ = − =   េគទញឬស 1 25 2 5 , 5 2 5t t= − = +  

េដយ 1 1
3

t< <   េនាះ 5 2 5t = −  

េគបាន 2tan 5 2 5
5
π
= −   េនាះ tan 5 2 5

5
π
= − ។  ដូចេនះ 1 5 2 5 tan

5
t π
= − =   ។ 

ខ) ្រសយថា ( )nu  ជាស�ុ ីតធរណីមា្រតមួយ  

េគមាន  tann nt u=   ែដល 0
2nu π

< <   ្រគប់ n IN∈   

េគបាន 1 1tann nt u+ +=   េដយ 
3

1 2

3
1 3

n n
n

n

t tt
t+

−
=

−
េនាះ  

3

1 2

3 tan tantan tan 3
1 3tan

n n
n n

n

u uu u
u+

−
= =

−
 

េគទញ 1 3n nu u+ =  ្រគប ់ n IN∈  ។ 

ដូចេនះ ( )nu  ជាស�ុ ីតធរណីមា្រតមានេរសុង 3q =   ។ 

គ)គណនា nu  និង nt  ជាអនុគមន៍ៃន n   ៖ 

េដយ ( )nu  ជាស�ុ ីតធរណីមា្រតមានេរសុង 3q =   េនាះេគបាន 1
1

n
nu u q −= ×   េដយ 1 1tan tan

5
t u π
= =    

េនាះ 1 5
u π
=   ។   ដូចេនះ 13

5
n

nu π −= ×   និង 1tan 3
5

n
nt

π − = × 
 

  ។ 
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 លំ�ត់ទី៥៧ 

ក) ចូរ្រសយថា sin 3 sin 2sin cos 2a a a a− =  

ខ)គណនាផលបូក 2 2sin cos 2 sin cos ... sin cos
3 3 3 3n n

x x x xS x x= + + +  

 ដំេ�ះ��យ 

ក) ្រសយថា sin 3 sin 2sin cos 2a a a a− =   

តមរូបមន� sin sin 2sin cos
2 2

p q p qp q − +
− =  

េគបាន 3 3sin 3 sin 2sin cos 2sin cos 2
2 2

a a a aa a a a− +
− = =  

ដូចេនះ sin 3 sin 2sin cos 2a a a a− =   ។ 

ខ)គណនាផលបូក ៖ 2 2sin cos 2 sin cos ... sin cos
3 3 3 3n n

x x x xS x x= + + +  

តមស្រមាយខងេលេគមាន sin 3 sin 2sin cos 2a a a a− =    

យក 
2k

xa =   េគបាន   1

2sin sin 2sin cos
3 3 3 3k k k k

x x x x
− − = ឬ 1

2 1sin cos sin sin
3 3 2 3 3k k k k

x x x x
−

 = − 
 

 

ចេំពះ  0 ,1,2,3,....,k n=   េគបាន 

1

1sin cos 2 (sin 3 sin )
2

2 1sin cos (sin sin )
3 3 2 3

2 1sin cos (sin sin )
3 3 2 3 3n n n n

x x x x

x x xx

x x x x
−

 = −

 = −

− − − − − − − − − − − − − − − − − − −

 = −

 

េធ�ផលបូកអង� និង អង�េគបាន   1 (sin 3 sin )
2 3n

xS x= −   ។ 

 លំ�ត់ទី៥៨ 

ក) ចូរ្រសយថា 2 1sin sin (2sin sin 2 )
2 4
aa a a= −  

ខ)គណនាផលបូក 2 2 2
1sin sin 2sin sin .... 2 sin sin

2 2 4 2 2
n

n n

a a a a aS a += + + +  

 ដំេ�ះ��យ 

ក) ្រសយថា 2 1sin sin (2sin sin 2 )
2 4
aa a a= −   

តមរូបមន� sin 2 2sin cosa a a=   េគបាន 2sin sin 2 2sin 2sin cosa a a a a− = −  

                                                                                 2

2

2sin (1 cos )

2sin (2sin )
2

4sin sin
2

a a
aa

aa

= −

=

=
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ដូចេនះ 2 1sin sin (2sin sin 2 )
2 4
aa a a= −   ។ 

ខ)គណនាផលបូក  2 2 2
1sin cos 2sin cos .... 2 sin cos

2 2 4 2 2
n

n n

a a a a aS a += + + +  

 េគបាន 2
1

0
2 sin sin

2 2

n
k

k k
k

a aS +
=

 =  
 

∑ ។   េគមាន 2 1sin sin (2sin sin 2 )
2 4
aa a a= −    

ជនួំស a  េដយ 
2k

a  េគបាន 2
1 1

1sin sin 2sin sin
2 2 4 2 2k k k k

a a a a
+ −

 = − 
 

 

គុណអង�ទងំពីរនឹង 2k   េគបាន 2 1
1 1

12 sin sin (2 sin 2 sin )
2 2 4 2 2

k k k
k k k k

a a a a+
+ −= −   

េហតុេនះ  1 1
1

0

1 1(2 sin 2 sin ) (2 sin sin 2 )
4 2 2 4 2

n
k k n

k k n
k

a a aS a+ +
−

=

= − = −∑  ។ដូចេនះ 1

1 sin sin 2
4 2n

aS a+

 = − 
 

  ។ 

 លំ�ត់ទី៥៩ 

ក) ចូរ្រសយថា cos cos3 2sin sin 2a a a a− =    

ខ)គណនាផលបូក 2 2sin sin 2 sin sin .... sin sin
3 3 3 3n n

a a a aS a a= + + +  

 ដំេ�ះ��យ 

ក) ចូរ្រសយថា cos cos3 2sin sin 2a a a a− =   

តមរូបមន� cos cos 2sin sin
2 2

p q p qp q − +
− = −  

េគបាន 3 3cos cos3 2sin sin
2 2

a a a aa a − +
− = − 2sin( )sin 2 2sin sin 2a a a a= − − =

 
ដូចេនះ cos cos3 2sin sin 2a a a a− =    

ខ)គណនាផលបូក 2 2sin sin 2 sin sin .... sin sin
3 3 3 3n n

a a a aS a a= + + +  

តមស្រមាយខងេលេគមាន cos cos3 2sin sin 2a a a a− =   

ជនួំស a  េដយ 
3k

a  េគបាន 1

2cos cos 2sin sin
3 3 3 3k k k k

a a a a
−− =   

េគទញ 1

2 1sin sin (cos cos )
3 3 2 3 3k k k k

a a a a
−= −  

េប 
10 : sin sin 2 (cos cos3 )
2

k a a a a= = −  

េប 
2 11 : sin sin (cos cos )

3 3 2 3
a a ak a= = −  

េប 2 2 2

2 12 : sin sin (cos cos )
3 3 2 3 3
a a a ak = = −

 
-------------------------------------------------------------- 

េប 1

2 1: sin sin (cos cos )
3 3 2 3 3n n n n

a a a ak n −= = −  

េធ�ផលបូកអង� និង អង�េគបាន 1 (cos cos3 )
2 3n

aS a= −  ។ 
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 លំ�ត់ទី៦០ 

ក) ចូរ្រសយថា 2 2cos cos 2 sin sin 3a a a a− =  

ខ)គណនាផលបូក 3 3sin sin 3 sin sin .... sin sin
2 2 2 2n n

a a a aS a a= + + +  

 ដំេ�ះ��យ 

ក) ្រសយថា 2 2cos cos 2 sin sin 3a a a a− =   

េគមាន 2 1 cos 2cos
2

aa +
=   និង 2 1 cos 4cos 2

2
aa +

=  

2 2 1 cos 2 1 cos 4cos cos 2
2 2

a aa a + +
− = −  

                    cos 2 cos 4 2 4 2 4sin sin sin sin 3
2 2 2

a a a a a a a a− − +
= = − =  

ដូចេនះ 2 2cos cos 2 sin sin 3a a a a− =   ។ 

ខ)គណនាផលបូក ៖ 3 3sin sin 3 sin sin .... sin sin
2 2 2 2n n

a a a aS a a= + + +  

តមស្រមាយខងេលេគមាន  2 2cos cos 2 sin sin 3a a a a− =   ជនួំស a  េដយ 
2k

a  េគបាន  

2 2
1

3cos cos sin sin
2 2 2 2k k k k

a a a a
−− =  

ចេំពះ 2 20 : sin sin 3 cos cos 2k a a a a= = −  

ចេំពះ 2 231 : sin sin cos cos
2 2 2
a a ak a= = −  

ចេំពះ 2 2
2 2 2

33 : sin sin cos cos
2 2 2 2
a a a ak = = −  

− − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − −  

ចេំពះ 2 2
1

3: sin sin cos cos
2 2 2 2n n n n

a a a ak n −= = −  

េធ�ផលបូកអង� និង អង� េគបាន cos cos 2
2n

aS a= −   ។ដូចេនះ cos cos 2
2n

aS a= −   ។ 

 លំ�ត់ទី៦១ 

ក) ចូរ្រសយថា   
2sin 1 2 12

sin 2 4 sin 2 sin

a

a a a
 = − 
 

  

ខ)គណនាផលបូក  
2

2 2 2 2 1

2 3 1

sin 2sin 2 sin 2 2 sin 22 ....
sin 2 sin 2 sin 2 sin 2

n n

n

a
a a aS

a a a a

−

+= + + + +  

 ដំេ�ះ��យ 

ក) ្រសយថា   
2sin 1 2 12

sin 2 4 sin 2 sin

a

a a a
 = − 
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េគមាន 2 1 2 2cos
sin 2 sin sin 2

a
a a a

−
− =

24sin2(1 cos ) 2
sin 2 sin 2

a
a

a a
−

= =  

ដូចេនះ  
2sin 1 2 12

sin 2 4 sin 2 sin

a

a a a
 = − 
 

  ។ 

ខ)គណនា  
2

2 2 2 2 1

2 3 1

sin 2sin 2 sin 2 2 sin 22 ....
sin 2 sin 2 sin 2 sin 2

n n

n

a
a a aS

a a a a

−

+= + + + +  

តមស្រមាយខងេលេគមាន  
2sin 1 2 12

sin 2 4 sin 2 sin

a

a a a
 = − 
 

    

ជនួំស a  េដយ 2k a  េគបាន 
2 1

1 1

sin 2 1 2 1
sin 2 4 sin 2 sin 2

k

k k k

a
a a a

−

+ +
 = − 
 

  

េហតុេនះ
2 1 1

1 1

2 sin 2 1 2 2
sin 2 4 sin 2 sin 2

k k k k

k k k

a
a a a

− +

+ +

 
= − 

 
 

ចេំពះ 
2sin 1 2 120 :

sin 2 4 sin 2 sin

a

k
a a a

 = = − 
 

 

ចេំពះ 
2 2

2 2

sin 1 2 21 :
sin 2 4 sin 2 sin 2

ak
a a a

 
= = − 

 
 

− − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − − −  

ចេំពះ 
2 1 1

1 1

sin 2 1 2 2:
sin 2 4 sin 2 sin 2

n n n

n n n

ak n
a a a

− +

+ +

 
= = − 

 
 

េធ�ផលបូកអង� និង អង� េគបាន 
1

1

1 2 1
4 sin 2 sin

n

nS
a a

+

+

 
= − 

 
  ។ 

លំ�ត់ទី៦២ 

ក) ចូរ្រសយថា   
cos 2 1 1 1
sin 3 2 sin sin 3

a
a a a

 = − 
 

  

ខ)គណនាផលបូក 
2

1

2 2 2cos cos coscos 2 3 3 3...
sin 3 sin sin sin

3 3

n

n

n

a a a
aS a aa a

−

= + + + +  

 ដំេ�ះ��យ 

ក) ្រសយថា   
cos 2 1 1 1
sin 3 2 sin sin 3

a
a a a

 = − 
 

  

េគមាន 3 2sin 3 3sin 4sin sin (3 4sin )a a a a a= − = −  

េគបាន 
2 21 1 (3 4sin ) 1 2(1 2sin )

sin sin 3 sin 3 sin 3
a a

a a a a
− − −

− = =  

េដយ 2cos 2 1 2sina a= −   ។ ដូចេនះ 
cos 2 1 1 1
sin 3 2 sin sin 3

a
a a a

 = − 
 

   

។ 
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ខ)គណនាផលបូក ៖ 

2

1

2 2 2cos cos coscos 2 3 3 3...
sin 3 sin sin sin

3 3

n

n

n

a a a
aS a aa a

−

= + + + +  

តមស្រមាខងេលេគមាន   
cos 2 1 1 1
sin 3 2 sin sin 3

a
a a a

 = − 
 

  

ជនួំស a   េដយ 
3k

a  េគបាន 
1 1

2cos 1 1 13
2sin sin sin

3 3 3

k

k k k

a

a a a
− −

 
 

= − 
 
 

 

េគបាន 
0 0

1 1

2cos 1 1 13
2sin sin sin

3 3 3

n nk

n
k k

k k k

a

S a a a= =
− −

 
 

= = − 
 
 

∑ ∑  

ដូចេនះ 
1 1 1
2 sin 3sin

3

n

n

S a a

 
 

= − 
 
 

  ។ 

 លំ�ត់ទី៦៣ 

ក) ចូរ្រសយថា   
2sin 1 1 1

cos3 4 cos3 cos
a
a a a

 = − 
 

  

ខ)គណនាផលបូក ៖ 
2 2 2 2 2

2 3 1

sin sin 3 sin 3 sin 3....
cos3 cos3 cos3 cos3

n

n n

a a a aS
a a a a+= + + + + ។ 

 ដំេ�ះ��យ 

ក) ្រសយថា   
2sin 1 1 1

cos3 4 cos3 cos
a
a a a

 = − 
 

  

េគមាន 3 2cos3 4cos 3cos cos (4cos 3)a a a a a= − = −  

េគបាន 
2 21 1 1 (4cos 3) 4(1 cos )

cos3 cos cos3 cos3
a a

a a a a
− − −

− = =   

េដយ 2 21 cos sina a− =  េនាះ 
21 1 4sin

cos3 cos cos3
a

a a a
− =  

ដូចេនះ
2sin 1 1 1

cos3 4 cos3 cos
a
a a a

 = − 
 

 ។ 

ខ)គណនាផលបូក  

   
2 2 2 2 2

2 3 1

sin sin 3 sin 3 sin 3....
cos3 cos3 cos3 cos3

n

n n

a a a aS
a a a a+= + + + +  

េគមាន  
2sin 1 1 1

cos3 4 cos3 cos
a
a a a

 = − 
 

 ជនួំស a  េដយ 3k a  
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េគបាន 
2

1 1

sin 3 1 1 1
cos3 4 cos3 cos3

k

k k k

a
a a a+ +

 = − 
 

 

2 2 2 2 2

2 3 1

sin sin 3 sin 3 sin 3....
cos3 cos3 cos3 cos3

n

n n

a a a aS
a a a a+= + + + +  

    1 1
0

1 1 1 1 1 1
4 cos3 cos3 4 cos3 cos

n

k k n
k a a a a+ +
=

   = − = −   
   

∑  

ដូចេនះ 1

1 1 1
4 cos3 cosn nS

a a+

 = − 
 

  ។ 

 លំ�ត់ទី៦៤ 

ក) ចូរ្រសយថា   
sin 1 3 1

1 2cos 2 4 sin 3 sin
a

a a a
 = − +  

  

ខ)គណនាផលបូក   

1 1sin sinsin 3 3 3 3......2 21 2cos 2 1 2cos 1 2cos
3 3

n n

n

n

a a
aS a aa

= + +
+ + +

។ 

 ដំេ�ះ��យ 

ក) ្រសយថា   sin 1 3 1
1 2cos 2 4 sin 3 sin

a
a a a

 = − +  
   

េគបាន 
2 23 1 3 (3 4sin ) 4sin

sin 3 sin sin 3 sin 3
a a

a a a a
− −

− = =  

េដយ 3 2sin 3 3sin 4sin sin (3 4sin )a a a a a= − = −  

                  2sin 1 2(1 2sin ) sin (1 2cos )a a a a = + − = +   

ដូចេនះ 
sin 1 3 1

1 2cos 2 4 sin 3 sin
a

a a a
 = − +  

  ។ 

ខ)គណនាផលបូក 

1 1sin sinsin 3 3 3 3......2 21 2cos 2 1 2cos 1 2cos
3 3

n n

n

n

a a
aS a aa

= + +
+ + +

 

េគមាន  
sin 1 3 1

1 2cos 2 4 sin 3 sin
a

a a a
 = − +  

  ជនួំស a  េដយ 
3k

a  

រួចគុណអង�ទងំពីរនឹង 1
3k   េគបាន   1

1

1 sin 1 1 1 1 13 3 . .2 4 3 31 2cos sin sin
3 3 3

k k

k k

k k k

a

a a a−

−

 
 

= − 
 +
 

   

1
0 0

1

1 sin 1 1 1 1 13 3 . .2 4 3 31 2cos sin sin
3 3 3

n nk k

n k k
k k

k k k

a

S a a a−
= =

−

 
 

= = − 
 +
 

∑ ∑    

ដូចេនះ 1 3 1
4 sin 3 3 sin

3

n
n

n

S aa

 
 

= − 
 
 

  ។ 
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 លំ�ត់ទី៦៥ 

គណនាផលបូក 3 3 3 3

0

1 1 1sin 3 sin sin 3 ... sin 3
3 3 3

n
k n

n k n
k

S a a a a
=

 = = + + + 
 

∑   

ដំេ�ះ��យ 

គណនាផលបូក   3 3 3 3

0

1 1 1sin 3 sin sin 3 ... sin 3
3 3 3

n
k n

n k n
k

S a a a a
=

 = = + + + 
 

∑   

តមរូបមន� 3sin 3 3sin 4sinx x x= −    េនាះេគទញ  ( )3 1sin 3sin sin 3 )
4

x x x= −    

េគបាន 3 1
1

0 0

1 1 1 1sin 3 sin 3 sin 3
3 4 3 3

n n
k k k

n k k k
k k

S a a a+
−

= =

   = = −   
   

∑ ∑   

ដូចេនះ 11 13sin sin 3
4 3

n
n nS a a+ = − 

 
  ។ 

 លំ�ត់ទី៦៦ 

ចូរគណនាផលបូក 3 3 3 3

0
( 3) cos cos 3cos ... ( 3) cos

3 3 3

n
k k

n k k
k

a a aS a
=

 = − = − + + − 
 

∑   

ដំេ�ះ��យ 

គណនាផលបូក
 

3 3 3 3

0
( 3) cos cos 3cos ... ( 3) cos

3 3 3

n
k k

n k k
k

a a aS a
=

 = − = − + + − 
 

∑   

តមរូបមន� 3cos3 4cos 3cosx x x= −  េនាះេគទញ ( )3 1cos 3cos cos3
4

x x x= +  

3 1
1

0 0

1( 3) cos ( 3) cos ( 3) cos
3 4 3 3

n n
k k k

n k k k
k k

a a aS +
−

= =

   = − = − − −      
∑ ∑   

ដូចេនះ 11 cos3 ( 3) cos
4 3

n
n n

aS a + = − −  
  ។ 

 លំ�ត់ទី៦៧ 

គណនា cos 20 cos 40 cos80o o oP =  

ដំេ�ះ��យ 

គណនា cos 20 cos 40 cos80o o oP =    

តង cos 20 sin 20o oz i= + េហយ 9 cos180 sin180 1o oz i= + = −  

េគបាន 
2

1
1cos 20

2 2 2
o

zz z zz
z

++ +
= = =     (  េ្រពះ 

1z
z

=   ) 

          
2 2 4 4 4 8

2 4

1 1cos 40 ; cos80
2 2 2 2

o oz z z z z z
z z

+ + + +
= = = =  

2 4 8 2 2 4 8

7 7 2

( 1)( 1)( 1) ( 1)( 1)( 1)( 1)
8 8 ( 1)

z z z z z z zP
z z z

+ + + − + + +
= =

−
 

16 7

9 7 7

1 1 1
8( ) 8( 1 ) 8

z z
z z z

− − −
= = =

− − −
 

ដូចេនះ  
1cos 20 cos 40 cos80
8

o o oP = =   ។ 
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លំ�ត់ទី៦៨ 

ចូរ្រសយថា 4cos9 3 5 5 5o = + + −   ។ 

ដំេ�ះ��យ 

្រសយប�� ក់ថា 4cos9 3 5 5 5o = + + −  

យក ABCDE  ជាប�� ចតុេកណនិយតម័ាន្រជ�ង  

AB BC CD DE EA a= = = = =  និងអង�ត់្រទ�ង AC d=  ។ 

េដយចតុេកណ ABCE  ចរកឹក�ុងរង�ង់េនាះតម្រទឹស�ីបទ 

Ptolemy េគបាន . . .AC BE AB CE BC EA= +  

េនាះ 2 2d ad a= +   ឬ 
2

1 0d d
a a

   − − =   
   

 

តង 0dg
a

= >  េនាះ 2 1 0 , 1 4 5g g− − = ∆ = + =  

េគទញ 1 2
1 5 1 5,

2 2
g g+ −
= =   េដយ 0g >  

េគបាន 5 1
2

dg
a

+
= =   ។ េគមាន BA BC=  េនាះ ABC  ជា្រតីេកណសមបាតកពូំល B  

និងមុបំាត 36oA C∠ = ∠ =  េនាះក�ុង ABH∆ ⊥ េគបាន 0 5 1cos36
2 2 4

AH d g
AB a

+
= = = =   ។ 

េគមាន 4cos9 4cos(45 36 )o o o= −  

                         24 (cos36 sin 36 )
2

o o= × +  ( )22 2 cos36 1 cos 36o o= + −  

េដយ cos36
2

o g
=   និង 2 1 0g g− − =  េគបាន 

2

4cos9 2 2 1
2 4

o g g 
= + −  

 
 

                                                                                     

( )22( 4 ) 2 1 3

2 2 6 2

g g g g

g g

= + − = + + −

= + + −

 

េដយេគមាន 5 1
2

g +
=  េនាះ 2 2 3 5g+ = +   និង 6 2 5 5g− = −  

ដូចេនះ 4cos9 3 5 5 5o = + + −   ។ 
 

 

 

 

 

A 

B 

C 

D E 

H 

Page 44 

 

111 Trigonometry 
by phalkun Lim



លំ�ត់ទី៦៩ 

េគដងឹថា cos cos cos sin sin sin
cos( ) sin( )
x y z x y z a

x y z x y z
+ + + +

= =
+ + + +

  

ចូរ្រសយថា cos( ) cos( ) cos( )x y y z z x a+ + + + + =  

ដំេ�ះ��យ 

្រសយថា cos( ) cos( ) cos( )x y y z z x a+ + + + + =   

តង , ,ix iy izu e v e w e= = =   េគបាន៖ ( ) ( )cos cos cos sin sin sinu v w x y z i x y z+ + = + + + + +  

េហយ ( ) cos( ) sin( )i x y zuvw e x y z i x y z+ += = + + + + +  

េគមាន  cos cos cos sin sin sin
cos( ) sin( )
x y z x y z a

x y z x y z
+ + + +

= =
+ + + +

 

នាឲំ្យ  (cos cos cos ) (sin sin sin )
cos( ) cos( )

x y z i x y z a
x y z i x y z

+ + + + +
=

+ + + + +
 

          

( ) ( ) ( )

1 1 1

i y z i x z i x y

u v w a
uvw

a
vw uw uv
e e e a− + − + − +

+ +
=

+ + =

+ + =

 

តមសមភាពេនះេគទញបាន ៖ 

 cos( ) cos( ) cos( )x y y z z x a+ + + + + = និង sin( ) sin( ) sin( ) 0x y y z z x+ + + + + =  

ដូចេនះ  cos( ) cos( ) cos( )x y y z z x a+ + + + + =   ។ 

លំ�ត់ទី៧០ 

េគឲ្យស៊�ីតៃនចនួំនកុផំ�ិច ( )nZ កនំត់េដយ  
( )

0

1

1 3
2

1 | | ;
2n n n

iZ

Z Z Z n+

 +
=


 = + ∈



   ( | |nZ  ជាម៉ូឌុលៃន nZ  )  

សន�តថា (cos .sin ) ,n n n nZ i n INρ θ θ= + ∀ ∈  ែដល 0 , ;n n n IRρ ρ θ> ∈ ។ 

ក-ចូររកទនំាក់ទនំងរវង nθ  និង 1nθ +  េហយ nρ  និង 1nρ +  ។ 

ខ-រក្របេភទៃនស៊�ីត ( )nθ រួចគណនា nθ ជាអនុគមន៍ៃន n  ។ 

គ-ចូរបង� ញថា 11 2
0 0cos cos cos ....cos

2 2 2
n

n
θθ θρ ρ θ −=  រួចប�� ក ់ nρ  ជាអនុគមន៍ៃន n  ។ 

ដំេ�ះ��យ 

ក-រកទនំាកទ់នំងរវង nθ  និង 1nθ +  េហយ nρ  និង 1nρ +  

េយងមាន (cos .sin )n n n nZ iρ θ θ= + នាឲំ្យ 1 1 1 1(cos sin )n n n nZ iρ θ θ+ + + += +  

េដយ 1
1 ( | | )
2n n nZ Z Z+ = +  េហយ | |n nZ ρ=  
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េគបាន [ ]1 1 1
1(cos sin ) (cos .sin )
2n n n n n n ni iρ θ θ ρ θ θ ρ+ + ++ = + +  

          

1 1 1

1 1 1

1(cos .sin ) (1 cos .sin )
2

(cos .sin ) cos (cos .sin )
2 2 2

n n n n n n

n n n
n n n n

i i

i i

ρ θ θ ρ θ θ

θ θ θρ θ θ ρ

+ + +

+ + +

+ = + +

+ = +
 

េគទញបាន 1 cos
2
n

n n
θρ ρ+ =  និង 1 2

n
n

θθ + =   

ដូចេនះ 1 2
n

n
θθ + =   និង  1 cos

2
n

n n
θρ ρ+ =    ។ 

ខ-្របេភទៃនស៊�ីត ( )nθ និង គណនា nθ ជាអនុគមន៍ៃន n  ៖ 

តមស្រមាយខងេលេយងមាន 1
1
2n nθ θ+ = នាឲំ្យ ( )nθ ជាស៊�ីតធរណីមា្រតមានេរសុងេស� 

1
2

q =  ។ 

តមរូបមន� 0
n

n qθ θ= ×  េដយ 0 0 0 0
1 3(cos sin ) cos .sin

2 3 3
iZ i iπ πρ θ θ +

= + = = +   

េគទញបាន 0 01 ;
3
πρ θ= =  ដូចេនះ  

1.
3 2n n

πθ =   ។ 

គ-បង� ញថា 1 2
0 0cos cos cos ....cos

2 2 2
n

n
θθ θρ ρ θ=   

តមស្រមាយខងេលេគមាន 1 cos
2
n

n n
θρ ρ+ =  ឬ 1 cos

2
n n

n

ρ θ
ρ
+ =  

េគបាន 
1 1

1

0 0

cos( )
2

k n k n
k k

k kk

ρ θ
ρ

= − = −
+

= =

   =     
∏ ∏  

          11 2
0

0

cos .cos .cos .........cos
2 2 2

n nρ θθ θθ
ρ

−=  

ដូចេនះ 11 2
0 0cos cos cos ....cos

2 2 2
n

n
θθ θρ ρ θ −=   ។ 

ម៉្យោងេទៀតេយងមាន 1sin 2sin cos 2sin cos
2 2 2
n n n

n n
θ θ θθ θ += =  ( េ្រពះ 1 2

n
n

θθ + = )  

េគទញ 
1

sin1cos .
2 2 sin
n n

n

θ θ
θ +

= ។ េហតុេនះ 0 1 01

1 2

sin sin sinsin1 1. . ..... .
2 sin sin sin 2 sin

n
n n n

n n

θ θ θθρ
θ θ θ θ

−= =   

ដូចេនះ 1

sin1 3 13 .1 12 2sin . ) sin( . )
3 2 3 2

n n n

n n

π

ρ π π+= =
(

 ។ 

លំ�ត់ទី៧១ 

េគឲ្យស៊�ីតៃនចនួំនពិត ( )nU កនំត់េល {0}∪  េដយ  0

1

2

2 ,n n

U

U U n IN+

 =


= + ∈
 

ក.ចូរគណនា nU  ជាអនុគមនៃ៍ន n  ។ 

ខ.គណនាផលគុណ 0 1 2 ....n nP U U U U= × × × ×   ។ 
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ដំេ�ះ��យ 

គណនា nU  ជាអនុគមន៍ៃន n  ៖ 

េយងមាន 0 2 2cos
4

U π
= = និង 1 02 2 2cos 2cos

4 8
U U π π

= + = + =  

ឧបមាថាវពិតដល់តួទី p  គឺ 22cos
2p pU π

+=    

េយងនឹង្រសយថាវពិតដល់តួទី ( 1)p +  គ ឺ 1 32cos
2p pU π

+ +=   

េយងមាន 1 2p pU U+ = +  ែតតមករឧបមា 22cos
2p pU π

+=    

េយងបាន 2
1 2 3 32 2cos 4cos 2cos

2 2 2p p p pU π π π
+ + + += + = =  ពិត 

ដូចេនះ  22cos
2n nU π

+=   ។ 

ខ. គណនាផលគុណ 0 1 2 ....n nP U U U U= × × × ×    

តមរូបមន� sin 2 2sin cosa a a=  នាឲំ្យ 
sin 22cos
sin

aa
a

=  

1

2
0 0 0

2 2 2

sin sin 12 2( ) (2cos ) ( )
2 sin sin sin

2 2 2

n n n k

n k k
k k k

k n n

P U

π π
π

π π π
+

+
= = =

+ + +

= = = = =∏ ∏ ∏   ។  

ដូចេនះ 
2

1

sin
2

n

n

P π
+

=   ។ 

លំ�ត់ទី៧២ 

េគឲ្យស៊�ីតៃនចនួំនពិត ( )nU កនំត់េល n េដយ 0 1U =  និង 1: cos sinn nn IN U U a a+∀ ∈ = +   

ែដល 0
2

a π
< <  ។ 

ក.តង cot
2n n
aV U= −  ។ បង� ញថា ( )nV ជាស៊�ីតធរណីមា្រត។ 

ខ.គណនាលីមីត 0 1lim ( .... )nn
V V V

→+∞
+ + +  និង lim nn

U
→+∞

  ។ 

ដំេ�ះ��យ 

ក. បង� ញថា ( )nV ជាស៊�ីតធរណីមា្រតមួយ 

មាន cot
2n n
aV U= −  នាឲំ្យ 1 1 cot

2n n
aV U+ += −  ែត 1 cos sinn nU U a a+ = +  

េគបាន 1 cos sin cot
2n n
aV U a a+ = + −  
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2 2

cos 2sin cos cot
2 2 2

cos cot (2sin cos tan 1)
2 2 2 2

sin
2cos cot (2sin cos 1)

2 2 2 cos
2

cos cot (2sin 1) ; cos 1 2sin
2 2 2

cos cot cos ( cot ) cos cos
2 2

n

n

n

n

n n n

a a aU a

a a a aU a

a
a a aU a a

a a aU a a

a aU a a U a V a

= + −

= + −

= + −

= + − = −

= − = − =

 

េដយ 1 cosn nV V a+ =  នាឲំ្យ ( )nV ជាស�ុ ីតធរណីមា្រតមួយមានេរសុង cos a និង តួ ដបូំង 

0 0 cot 1 cot
2 2
a aV U= − = −   ។ 

ខ. គណនាលីមតី 0 1lim ( .... )nn
V V V

→+∞
+ + +  និង lim nn

U
→+∞

   

េយងមាន  
1 1

0 1 0
1 1 cos... (1 cot ).

1 2 1 cos

n n

n
q a aV V V V

q a

+ +− −
+ + + = = −

− −
 

េយងបាន ៖
1

0 1
1 coslim ( .... ) lim (1 cot )

2 1 cos

n

nn n

a aV V V
a

+

→+∞ →+∞

 −
+ + + = − − 

 

េដយ 0
2

a π
< <  េនាះ 0 cos 1a< <  និង 1lim cos 0n

n
a+

→+∞
=  

ដូចេនះ 0 1

1 cot
2lim ( .... )

1 cosnn

a

V V V
a→+∞

−
+ + + =

−
  ។ 

ម៉្យោងេទៀត cot
2n n
aV U= −  នាឲំ្យ cot

2n n
aU V= + េដយ 0 (1 cot ) cos

2
n n

n
aV V q a= × = −  

េគបាន (1 cot ) cos cot
2 2

n
n

a aU a= − + និង   lim lim (1 cot ) cos cot cot
2 2 2

n
nn n

a a aU a
→+∞ →+∞

 = − + =  
  

េ្រពះ lim cos 0n

n
a

→+∞
=  ។ ដូចេនះ  lim cot

2nn

aU
→+∞

=   ។  

លំ�ត់ទី៧៣ 

េគឲ្យស�ុ ីតៃនចនួំនពិត ( )nU កនំត់េដយ ៖ 

0 10 ; 1U U= = និង 2 1: 2 cosn n nn IN U U a U+ +∀ ∈ = −  ែដល a IR∈ ។ 

ក. តង 1 (cos sin ) , {0}n n nZ U a i a U n IN+= − − ∀ ∈ ∪  ។ 

ចូរបង� ញថា 1 (cos sin )n nZ a i a Z+ = + រួចទញរក nZ ជាអនុគមន៍ៃន n និង a  ។ 

ខ. ទញរក nU  ជាអនុគមន៍ៃន n   ។ 
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ដំេ�ះ��យ 

ក. បង� ញថា 1 (cos sin )n nZ a i a Z+ = +   

េយងមាន 1 (cos sin )n n nZ U a i a U+= − −  

េយងបាន 1 2 1(cos sin )n n nZ U a i a U+ + += − −  

                       

[ ]

1 1

1

1

1

2 cos (cos sin )
(cos sin )

(cos sin )( )
cos sin

(cos sin ) (cos sin )
(cos sin )

n n n

n n

n
n

n n

n

U a U a i a U
a i a U U

Ua i a U
a i a

a i a U a i a U
a i a U

+ +

+

+

+

= − − −
= + −

= + −
+

= + − −

= +

 

ដូចេនះ  1 (cos sin )n nZ a i a Z+ = +  ។ 

គណនា nZ  ជាអនុគមន៍ៃន n  និង a  ៖ 

េដយ 1 (cos sin )n nZ a i a Z+ = +  នាឲំ្យ ( )nZ ជាស�ុ ីតធរណីមា្រត 

ៃនចនួំនកុផំ�ិចែដលមានេរសុង cos sinq a i a= + និង តួ 0 1 0(cos sin ) 1Z U a i a U= − − =  ។ 

តមរូបមន�  0 (cos sin ) cos( ) sin( )n n
nZ Z q a i a na i na= × = + = +  

ដូចេនះ  cos( ) .sin( )nZ na i na= +   ។ 

ខ. ទញរក nU  ជាអនុគមន៍ៃន n  ៖ 

េយងមាន 1 (cos sin ) (1)n n nZ U a i a U+= − −  និង      1 (cos sin ) (2)n n nZ U a i a U+= − +  

ដកសមីករ (1)  និង (2) អង�នឹងអង�េគបាន ៖ 

2 sinn n nZ Z i a U− =  នាឲំ្យ 
2 sin

n n
n

Z ZU
i a
−

=  ែដល sin 0a ≠   

េដយ cos( ) sin( )nZ na i na= +  និង cos( ) sin( )nZ na i na= − ។ ដូចេនះ 
sin( )

sinn
naU
a

=  ។ 

លំ�ត់ទី៧៤ 

េគឲ្យ ( )na  ជាស�ុ ីតនព�ន�មួយមានផលសងរួម d   ។ 

េគតង 31 2
2 3

cos coscos cos ...
cos cos cos cos

n
n n

a aa aS
d d d d

= + + + + ចេំពះ 1,2,3,...n = ។   

ចូរ្រសយថា 1sin sin
cos sin sin

n
n n

a aS
d d d

= −
 

ដំេ�ះ��យ 

្រសយថា 1sin sin
cos sin sin

n
n n

a aS
d d d

= −  

េដយ ( )na  ជាស�ុ ីតនព�ន�មួយមានផលសងរួម d   េនាះ 1n na a d+ = +   ។ 

េគបាន 1sin sin( ) sin cos sin cosn n n na a d a d d a+ = + = +  
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ែចកអង�ទងំពីរនឹង 1cos 0n d+ ≠   េគបាន ៖ 

1
1 1

sin sin cos sin cos
cos cos

n n n
n n
a a d d a

d d
+

+ +
+

=  

េគទញ 1
1

cos sin sincos
cos sin cos cos

n n n
n n n

a a ad
d d d d

+
+

 = − 
 

 

           

1
1

1

1 11 1
1

sin sincos
sin cos cos

sin sinsin sincos
sin cos cos cos sin sin

n
p p

n p p
p

n n
n n n

a adS
d d d

a aa adS
d d d d d d

+
+

=

+ +
+

  
= −  

  
 = − = − 
 

∑
 

ដូចេនះ  1sin sin
cos sin sin

n
n n

a aS
d d d

= −    ។ 

លំ�ត់ទី៧៥ 

ចូរគណនាផលបូក
2

1

tan tan tan tan
8 16 32 2.....

cos cos cos cos
4 8 16 2

n

n

n

S

π π π π

π π π π
+

+

= + + + +    

រួចទញរកលីមតីៃន nS  កលណា n →+∞   ។ 

ដំេ�ះ��យ 

តមរូបមន� 2

2 tantan 2
1 tan

xx
x

=
−

េគបាន 
2

2 2

2 tan tan tantan 2 tan tan
1 tan 1 tan

x x xx x x
x x

+
− = − =

− −
 

      
2

2

1 tantan 2 tan tan .
1 tan

xx x x
x

+
− =

−
េដយ 

2

2

1 tancos 2
1 tan

xx
x

−
=

+
   

េនាះ 
tantan 2 tan (*)

cos 2
xx x
x

− =  

េដយេ្រជសេរ ស 22kx π
+=  ជួសក�ុង (*) េគបាន   

2

1 2

1

tan
2tan tan

2 2 cos
2

k

k k

k

π
π π

π
+

+ +

+

− =  

េយងបាន 1 2
1

tan tan
2 2

n

n k k
k

S π π
+ +

=

 = − 
 

∑  

       

1 2

2 2

(tan tan ) (tan tan ) ... (tan tan )
4 8 8 16 2 2

tan tan 1 tan
4 2 2

n n

n n

π π π π π π

π π π

+ +

+ +

= − + − + + −

= − = −
 

ដូចេនះ  21 tan
2n nS π

+= −   ។ម្យោង៉េទៀតេគមាន 2lim tan 0
2nn

π
+→+∞
=  ដូចេនះ  lim 1nn

S
→+∞

=    ។ 
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លំ�ត់ទី៧៦ 

ក.ចូរបង� ញថា  
1 1 2sin cos(2 )

2 sin(2 1) 2 sin(2 1) [2 sin(2 1) ] [2 sin(2 1) ]
x nx

n x n x n x n x
− =

+ − + + + − + +
 

ខ.គណនា 
( )( )1

cos(2 )
2 sin(2 1) 2 sin(2 1)

n

n
k

kxS
k x k x=

 
=  + − + + 
∑  ។ 

ដំេ�ះ��យ 

ក. ករបង� ញ  

តង  1 1( )
2 sin(2 1) 2 sin(2 1)

f x
n x n x

= −
+ − + +

 

                  
( )( ) ( )( )

sin(2 1) sin(2 1) 2sin cos(2 )
2 sin(2 1) 2 sin(2 1) 2 sin(2 1) 2 sin(2 1)

n x n x x nx
n x n x n x n x
+ − −

= =
+ − + + + − + +

  

 

 

ខ.គណនា 
( )( )1

cos(2 )
2 sin(2 1) 2 sin(2 1)

n

n
k

kxS
k x k x=

 
=  + − + + 
∑  

េយងបាន 
1

1 1 1
2sin 2 sin(2 1) 2 sin(2 1)

n

n
k

S
x n x n x=

 
= − + − + + 

∑  

        
( )( )

( )

1 1 1 1 sin(2 1) sin.
2sin 2 sin 2 sin(2 1) 2sin 2 sin 2 sin(2 1)

sin( ) cos( 1)
sin 2 sin (2 sin(2 1) )

n x x
x x n x x x n x

nx n x
x x n x

  + −
= − = + + + + + + 

+
=

+ + +

  

ដូចេនះ   
( )

sin( ) cos( 1)
sin 2 sin (2 sin(2 1) )n

nx n xS
x x n x

+
=

+ + +
  ។ 

លំ�ត់ទី៧៧ 

ក.ចូរ្រសយថា  [ ]1cos(2 ) sin(2 1) sin(2 1)
2sin

nx n x n x
x

= + − −  

ខ.គណនាផលបូក  cos 2 cos 4 cos 6 ..... cos(2 )nS x x x nx= + + + +  

គ.ទញរកផលបូក  2 2 2 2cos cos 2 cos 3 ..... cos ( )nT x x x nx= + + + +  

ឃ.គណនាផលបូក 2 2 2 2sin sin 2 sin 3 ..... sin ( )nU x x x nx= + + + +  

ដំេ�ះ��យ 

ក.្រសយថា [ ]1cos(2 ) sin(2 1) sin(2 1)
2sin

nx n x n x
x

= + − −   

តមរូបមន� sin sin 2sin( ) cos( )
2 2

p q p qp q − +
− = េដយយក (2 1) , (2 1)p n x q n x= + = −   

 និង 2 , 4p q x p q nx− = + =  េគបាន sin(2 1) sin(2 1) 2sin cos(2 )n x n x x nx+ − − =  

ដូចេនះ [ ]1cos(2 ) sin(2 1) sin(2 1)
2sin

nx n x n x
x

= + − −  ។ 

ខ.គណនាផលបូក cos 2 cos 4 cos 6 ..... cos(2 )nS x x x nx= + + + +  
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េយងបាន [ ]
1

cos(2 )
n

n
k

S kx
=

= ∑  

                    

[ ]

[ ]

[ ]

1

1 sin(2 1) sin(2 1)
2sin

1 sin(2 1) sin
2sin

1 sin( ) cos( 1)2sin( ) cos( 1)
2sin sin

n

k
k x k x

x

n x x
x

nx n xnx n x
x x

=

= + − −

= + −

+
= + =

∑

 

ដូចេនះ  
sin( ) cos( 1)

sinn
nx n xS

x
+

=   ។ 

គ.ទញរកផលបូក 2 2 2 2cos cos 2 cos 3 ..... cos ( )nT x x x nx= + + + +  

េយងបាន 2

1
cos ( )

n

n
k

T kx
=

 =  ∑   តមរូបមន� 2 1 cos 2cos
2

aa +
=  

េគបាន  
1

1 cos(2 ) 1
2 2 2

n

n n
k

kx nT S
=

+ = = +  
∑  េដយ  

sin( ) cos( 1)
sinn

nx n xS
x

+
=  

ដូចេនះ 
sin( ) cos( 1)

2 2sinn
n nx n xT

x
+

= +    ។ 

ឃ.គណនាផលបូក  
2 2 2 2sin sin 2 sin 3 ..... sin ( )nU x x x nx= + + + +  

េយងបាន 2

1
sin ( )

n

n
k

U kx
=

 =  ∑ 2

1
1 cos ( )

n

n
k

kx n T
=

 = − = − ∑  េដយ 
sin( ) cos( 1)

2 2sinn
n nx n xT

x
+

= +    

ដូចេនះ 
sin( ) cos( 1)

2 2sinn
n nx n xU

x
+

= −   ។ 

លំ�ត់ទី៧៨ 

ក. ចូរ្រសយប�� កទ់នំាកទ់នំង tan cot 2cot 2x x x= −  

ខ. ចូរគណនាផលបូក   2 2

1 1 1tan tan tan .... tan
2 2 2 2 2 2n n n

a a aS a= + + + +  

ដំេ�ះ��យ 

ក. ្រសយប�� កទ់នំាក់ទនំង tan cot 2cot 2x x x= −   

    តង cot 2cot 2A x x= −   

េដយ 
2

1cot
tan

1 1 tancot 2
tan 2 2 tan

x
x

xx
x x

 =


− = =


 

េគបាន 
2 21 1 tan 1 1 tan2 ( ) tan

tan 2 tan tan
x xA x

x x x
− − +

= − = =  

ដូចេនះ tan cot 2cot 2x x x= −  ។ 

ខ. គណនាផលបូក 
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2 2

1 1 1
0 0 0

1 1 1tan tan tan .... tan
2 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1tan (cot 2cot ) cot cot cot 2cot 2
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

n n n

n n n

k k k k k k k k k n n
k k k

a a aS a

a a a a a a a− − −
= = =

= + + + +

     = = − = − = −         
∑ ∑ ∑  

ដូចេនះ 
1 1 1tan tan .... tan cot 2cot 2
2 2 2 2 2 2n n n n n

a a aS a a= + + + = −  

លំ�ត់ទី៧៩ 

គណនាផលគុណខងេ្រកម ៖ 

2 2 4 2

0

tan tan .tan . tan ..... tan lim
2 2 4 2

k n
n

n k n x
k

x x x xP x
→∞

=

 = = 
 

∏  

ដំេ�ះ��យ 

គណនាផលគុណ nP  

េគមាន 
2 2sin 2sin 2sintan

cos 2sin cos sin 2
a a aa
a a a a

= = =   យក 
2k

xa =  េគបាន 
22sin

2tan 22 sin
2

k

k

k

x
x

x=  

េគទញ 

1 1

1

2 2

2 2 1

20

sin sin
2 22 . 2 .2 sin 2sin
2

k n

k n

k

n k n

n
k

k

x x

P x x

+ +

+ −

=

 
 

= = 
 
 

∏   

ដូចេនះ 

1

1

2

2 1
sin

22 .
sin 2

n

n n

n

x

P
x

+

+ −=   ។ 

លំ�ត់ទី៨០ 

គណនាផលគុណ  2 2

0

(1 tan )
2

k
n

n k
k

xP
=

 = −  
∏    

ដំេ�ះ��យ 

គណនាផលគុណ 2 2

0

(1 tan )
2

k
n

n k
k

xP
=

 = −  
∏   

េយងមាន 
2 2

2

2 2

2cos sin cos
2 2 21 tan

2 cos cos
2 2

k k k

k

k k

x x x
x

x x

−
− = =   

េគបាន 
1 1

2
1

2 20

cos cos 22
cos cos

2 2

k

k n

n k

n
k

k n

x
xP x x+ +

−

=

 
 

= = 
 
 

∏   

ដូចេនះ  
12

cos 2

cos
2

n
n

n

xP x+
=      ។ 
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លំ�ត់ទី៨១ 

គណនាផលគុណ ៖ 

( )
2

221

1 tan 2

1 tan 2

kn

n kk

xP
=

 + =
 − 

∏   ែដល 2| |
2nx π

+<  

ដំេ�ះ��យ 

តមរូបមន� 
2

2

1 tancos 2
1 tan

aa
a

−
=

+
  េគបាន  

2
1

2

1 tan 2cos 2
1 tan 2

k
k

k

xx
x

+ −
=

+
 

េហយ 
2 2 1

2
2 2

cos 2 sin 2 cos 21 tan 2
cos 2 cos 2

k k k
k

k k

x
x x

+−
− = =  

េគបាន 
2 2

2 2 2 1

1 tan 2 cos 2
(1 tan 2 ) cos 2

k k

k k

x x
x x+

+
=

−
 

ដូចេនះ 
2 2

2 1 2 1
1

cos 2 cos 2
cos 2 cos 2

kn

n k n
k

x xP
x x+ +

=

 
= = 

 
∏    ។ 

លំ�ត់ទី៨២ 

ក.ចូរ្រសយថា 
1 cot cot 2

sin 2
x x

x
= −  

ខ.ចូរគណនា 

2

1 1 1 1....
sin sin sin sin

2 2 2

n

n

S a a aa
= + + + +  

ដំេ�ះ��យ 

ក.្រសយថា 
1 cot cot 2

sin 2
x x

x
= −   

តង ( ) cot cot 2f x x x= −  

            

2

2 2

cos cos 2 cos 2cos 1
sin sin 2 sin 2sin cos
2cos 2cos 1 1

2sin cos sin 2

x x x x
x x x x x

x x
x x x

−
= − = −

− +
= =

 

ដូចេនះ  
1 cot cot 2

sin 2
x x

x
= −   ។ 

ខ.គណនា 
2

1 1 1 1....
sin sin sin sin

2 2 2

n

n

S a a aa
= + + + +  

េយងបាន 
0

1( )
sin

2

n

n
k

k

S a=

=∑   េដយ 
1 cot cot 2

sin 2
x x

x
= −   

              1 1
0

cot cot cot cot
2 2 2

n

n k k n
k

a a aS a+ +
=

 = − = − 
 

∑  

ដូចេនះ  1cot cot
2n n

aS a+= −   ។ 
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លំ�ត់ទី៨៣ 

ក.ចូរ្រសយថា 
cot1 21

cos cot

x

x x
+ =  

ខ.គណនា
2

1 1 1 1(1 )(1 )(1 ).....(1 )
cos cos cos cos

2 2 2

n

n

P a a aa
= + + + +   

ដំេ�ះ��យ 

ក.្រសយថា 
cot1 21

cos cot

x

x x
+ =   

េយងតង 
1( ) 1

cos
A x

x
= +                 

                         

2 22cos 2cos sin cos sincos 1 2 2 2 2
cos cos cos sin cos sin

2 2

cos cotsin2 2. tan tan
cos 2 cotsin

2

x x x x xx
x xx x x x

x x
x x xx x x

+
= = = =

= = =

 

ដូចេនះ  
cot1 21

cos cot

x

x x
+ =   ។ 

ខ.គណនាផលគុណ 

 
2

1 1 1 1(1 )(1 )(1 ).....(1 )
cos cos cos cos

2 2 2

n

n

P a a aa
= + + + +   

     
1

0 0

cot1 21 [ ]
cos cot

2 2

n n k

k k
k k

a

a a
+

= =

 
 

= + = 
 
 

∏ ∏  

 ដូចេនះ 1tan .cot
2n n

aP a+=   ។ 

 

លំ�ត់ទី៨៤ 

ក.ចូរ្រសយថា 3 1sin ( 3sin sin 3 )
4

x x x= −  

ខ.ចូរគណនា  

3 3 2 3 1 3
2 3sin 3sin 3 sin .... 3 sin

3 3 3 3
n

n n

a a a aS −= + + + +  

ដំេ�ះ��យ 
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ក.្រសយថា 3 1sin ( 3sin sin 3 )
4

x x x= −   

េយងមាន sin 3 sin( 2 )x x x= +   

 តមរូបមន� sin( ) sin cos sin cosa b a b b a+ = +  

                                 2 2 2 2

3 3 3

sin cos 2 sin 2 cos
sin (1 2sin ) 2sin cos sin (1 2sin ) 2sin (1 sin )
sin 2sin 2sin 2sin 3sin 4sin

x x x x
x x x x x x x x
x x x x x x

= +

= − + = − + −

= − + − = −

 

េដយ   3sin 3 3sin 4sinx x x= −  

ដូចេនះ 3 1sin ( 3sin sin 3 )
4

x x x= −   ។ 

ខ. គណនា 3 3 2 3 1 3
2 3sin 3sin 3 sin .... 3 sin

3 3 3 3
n

n n

a a a aS −= + + + +  

េយងបាន 1 3

1
3 sin

3

n
k

n k
k

aS −

=

 =  
 

∑  

េដយ 3 1sin ( 3sin sin 3 )
4

x x x= −            

1
1

1

1 13 sin 3 sin (3 sin sin )
4 3 3 4 3

n
k k n

n k k n
k

a a aS a−
−

=

 = − = − 
 

∑ ។ 

លំ�ត់ទី៨៥ 

ក.ចូរ្រសយប�� កថ់ា 2tan 2 .tan tan 2 2 tanx x x x= −  

ខ.ចូរគណនាផលបូក 2
1

0
2 tan tan

2 2

n
k

n k k
k

a aS +
=

 =   
∑

 
ដំេ�ះ��យ 

ក.្រសយប�� ក់ថា 2tan 2 .tan tan 2 2 tanx x x x= −   

តង   ( ) tan 2 2 tanf x x x= −   េដយ 2

2 tantan 2
1 tan

xx
x

=
−

 

េគបាន 2

2 tan( ) 2 tan
1 tan

xf x x
x

= −
−

 

         

2 3

2 2

3
2 2

2 2

2 tan 2 tan (1 tan ) 2 tan 2 tan 2 tan
1 tan 1 tan

2 tan 2 tan .tan tan 2 .tan
1 tan 1 tan

x x x x x x
x x

x x x x x
x x

− − − +
= =

− −

= = =
− −

 

ដូចេនះ  2tan 2 .tan tan 2 2 tanx x x x= −   ។ 

ខ.គណនាផលបូក 2
1

0
2 tan tan

2 2

n
k

n k k
k

a aS +
=

 =   
∑    

េយងមាន 2tan 2 .tan tan 2 2 tanx x x x= −  េដយយក 12k

ax +=  

េគបាន 2
1 1tan tan tan 2 tan

2 2 2 2k k k k

a a a a
+ += −  
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1 1
1 1

0
2 tan 2 tan tan 2 tan

2 2 2

n
k k n

n k k n
k

a a aS a+ +
+ +

=

 = − = − 
 

∑  

ដូចេនះ 2 1
1 1

0
2 tan tan tan 2 tan

2 2 2

n
k n

n k k n
k

a a aS a +
+ +

=

 = = −  
∑    ។ 

លំ�ត់ទី៨៦ 

េគឱ្យ្រតីេកណ ABC  មួយ ។ 

ក. ចូរ្រសយប�� ក់ថា  
2

1 cos
2
aA
bc

− ≤    ែដល , ,a b c  ជា្រជ�ង្រតីេកណ  ABC   ។ 

ខ.ទញប�� កថ់ា 1(1 cos )(1 cos )(1 cos )
8

A B C− − − ≤    

ដំេ�ះ��យ 

ក.្រសយប�� ក់ថា  
2

1 cos
2
aA
bc

− ≤    

តម្រទឹស�ីបទសីុនូសេគមាន 2 2 2 2 cosa b c bc A= + −  

តមវសិមភាពមធ្យមនព�ន� មធ្យមធរណីមា្រតេគមាន  2 2 2b c bc+ ≥  

េគទញ  2 2 2 cos 2 (1 cos )a bc bc A bc A≥ − = −  

ដូចេនះ 
2

1 cos
2
aA
bc

− ≤   ។ 

ខ. ទញប�� កថ់ា 1(1 cos )(1 cos )(1 cos )
8

A B C− − − ≤  

តមស្រមាយខងេលេគមាន  
2

1 cos (1)
2
aA
bc

− ≤    

្រសយដូចគា� ែដរ 
2

1 cos (2)
2
bB
ac

− ≤   និង 
2

1 cos (3)
2
cC
ab

− ≤  

គុណវសិមភាព (1) , (2) , (3)   អង� និង អង�េគទទួលបាន ៖ 

1(1 cos )(1 cos )(1 cos )
8

A B C− − − ≤     ពិត ។ 

លំ�ត់ទី៨៧ 

េគឱ្យ្រតីេកណ ABC  មួយ ។ 

ក. ចូរ្រសយប�� ក់ថា  2 2 2sin sin sin 2sin sin cosA B C B C A= + −   

ខ. ទញប�� កថ់ា ៖ 
2 2 2sin sin sincot cot cot
2sin sin sin

A B CA B C
A B C
+ +

+ + =    

ដំេ�ះ��យ 

ក.្រសយប�� ក់ថា  2 2 2sin sin sin 2sin sin cosA B C B C A= + −  

តង , ,a b c  ជា្រជ�ង្រតីេកណ  ABC   និង R  ជាករំង�ងច់រកឹេ្រក្រតីេកណ។ 
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តម្រទឹស�ីបទសីុនូស 2
sin sin sin

a b c R
A B C
= = =  

េគទញ  
2 sin
2 sin (1)
2 sin

a R A
b r B
c R C

=
 =
 =

 

តម្រទឹស�ីបទកូសីុនូស 2 2 2 2 cos (2)a b c bc A= + −  

យក (1)  ជនួំសក�ុង (2)  េគបាន ៖ 
2 2 2 2 24 sin 4 (sin sin 2sin sin cos )R A R B C B C A= + −  

ស្រម�ល 24R  ក�ុងអង�ទងំពីរៃនសមភាពេគបាន 2 2 2sin sin sin 2sin sin cosA B C B C A= + −   ពិត 

ដូចេនះ 2 2 2sin sin sin 2sin sin cosA B C B C A= + −  ។ 

ខ. ទញប�� កថ់ា ៖ 
2 2 2sin sin sincot cot cot
2sin sin sin

A B CA B C
A B C
+ +

+ + =   

តមស្រមាយខងេលេគមាន  2 2 2sin sin sin 2sin sin cosA B C B C A= + −  

េគទញ 
2 2 2sin sin sincos

2sin sin
B C AA

B C
+ −

=   េដយ coscot
sin

AA
A

=  

េគបាន 
2 2 2sin sin sincot ( )
2sin sin sin

B C AA i
A B C
+ −

=   

្រសយដូចគា� ែដរេគទទួលបាន 
2 2 2sin sin sincot ( )
2sin sin sin

A C BB ii
A B C
+ −

=  

និង 
2 2 2sin sin sincot ( )
2sin sin sin

A B CC iii
A B C
+ −

=  

េធ�ផលបូកសមភាព ( ) , ( ) & ( )i ii iii  េគបាន ៖ 
2 2 2sin sin sincot cot cot
2sin sin sin

A B CA B C
A B C
+ +

+ + =    ពិត 

ដូចេនះ 
2 2 2sin sin sincot cot cot
2sin sin sin

A B CA B C
A B C
+ +

+ + =   ។ 

លំ�ត់ទី៨៨ 

ក.ចូរ្រសយថា 
3

2

tan 1 tan 2 tan
1 tan 2

x x x
x
= −

−
 

ខ.ចូរគណនាផលបូក 

3

20

2 tan
2

1 tan
2

k
n n

n
k

n

a

S a=

 
 

=  
 −
 

∑  

ដំេ�ះ��យ 

ក.្រសយថា 
3

2

tan 1 tan 2 tan
1 tan 2

x x x
x
= −

−
  

េយងបាន 
3

2 2

1 tan tantan 2 tan tan
2 1 tan 1 tan

x xx x x
x x

− = − =
− −
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ដូចេនះ 
3

2

tan 1 tan 2 tan
1 tan 2

x x x
x
= −

−
  ។ 

ខ.គណនាផលបូក 

3

20

2 tan
2

1 tan
2

k
n k

n
k

k

a

S a=

 
 

=  
 −
 

∑  

េគមាន 
3

2

tan 1 tan 2 tan
1 tan 2

x x x
x
= −

−
  យក 

2k

ax = េគបាន  
3

1
2

tan 12 tan tan
2 2 21 tan

2

k

k k

k

a
a a

a −= −
−

 

េយងបាន 1
1

0

12 tan 2 tan tan 2 2 tan
2 2 2 2

n
k k n

n k k n
k

a a aS a−
−

=

 = − = − 
 

∑  ។ 

ដូចេនះ  
1 tan 2 2 tan
2 2

n
n n

aS a= −     ។ 

លំ�ត់ទី៨៩ 

្រតីេកណ ABC  មួយមាន្រជ�ង , ,a b c   ។  ចូរ្រសយថា 
2 2 2

2 2 24 sin sin sin
2 2 2

a b c A B C
bc ca ab

 + + ≥ + + 
 

  

ដំេ�ះ��យ 

្រសយថា 
2 2 2

2 2 24 sin sin sin
2 2 2

a b c A B C
bc ca ab

 + + ≥ + + 
 

  

តម្រទឹស�ីបទសីុនូស 2 2 2 2 cosa b c bc A= + −  

េដយ 2 2 2b c bc+ ≥  េនាះ 2 22 2 cos 4 sin
2
Aa bc bc A bc≥ − =   េគទញ 

2
24sin (1)

2
a A
bc

≥   

្រសយដូចគា�  
2

24sin (2)
2

b B
ac

≥   និង 
2

24sin (3)
2

c C
ab

≥  

បូកវសិមភាព (1) , (2) និង (3) អង� និងអង�េគបាន 
2 2 2

2 2 24 sin sin sin
2 2 2

a b c A B C
bc ca ab

 + + ≥ + + 
 

 ។ 

លំ�ត់ទី៩០ 

្រតីេកណ ABC  មួយមាន្រជ�ង , ,a b c  ។ 

ចូរ្រសយថា 3 3 3

cos cos cos 3
2

A B C
a b c abc

+ + ≥   ។   

ដំេ�ះ��យ 

្រសយថា 3 3 3

cos cos cos 3
2

A B C
a b c abc

+ + ≥   ។  ។  

តម្រទឹស�ីបទសីុនូស 2 2 2 2 cosa b c bc A= + −  

េគទញបាន 
2 2

2 2 2 2

2 cos 21 (1)bc A b c bc
a a a a

+ = + ≥    

្រសយដូចគា� ែដរ   2 2

2 cos 21 (2)ac B ac
b b

+ ≥   និង 2 2

2 cos 21 (3)ab C ab
c c

+ ≥  

បូក (1),(2)និង(3)េគបាន ៖ 
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2 2 2 2 2 2

2 cos 2 cos 2 cos 3 2 6bc A ca B ab C bc ac ab
a b c a b c

 + + + ≥ + + ≥ 
 

 

េគទញ 3 3 3

cos cos cos 3
2

A B C
a b c abc

+ + ≥   ។ 

លំ�ត់ទី៩១ 

្រតីេកណ ABC  មួយមាន្រជ�ង , ,a b c  ។ 

ចូរ្រសយថា sin sin sin
2 2 2
A B C a b c

b c c a a b
+ + ≤ + +

+ + +
  

ដំេ�ះ��យ 

តម្រទឹស�ីបទសីុនូស 
sin sin sin

a b c
A B C
= =  

េគបាន 
2sin cossin 2 2

sin sin 2sin cos
2 2

A A
a A

B C B Cb c B C
= =

+ −+ +
 

េដយ sin sin cos
2 2 2 2

B C A Aπ+  = − = 
 

  និង cos 1
2

B C−
≤  េគទញបាន sin

2
a A

b c
≥

+
  ។   

្រសយដូចគា� ែដរ sin
2

b B
c a

≥
+

  និង sin
2

c C
a b

≥
+

 ។  

ដូចេនះ   sin sin sin
2 2 2
A B C a b c

b c c a a b
+ + ≤ + +

+ + +
  ពិត  

លំ�ត់ទី៩២ 

្រតីេកណ ABC  មួយមាន្រជ�ង , ,a b c  ។ 

ចូរ្រសយថា tan tan
2 2

a b A B C
a b
− −

=
+

  រួចសរេសររូបមន�ពីរ េទៀតែដល្រសេដៀងគា� េនះ ។ 

ដំេ�ះ��យ 

តម្រទឹស�ីបទសីុនូស 
sin sin sin

a b c
A B C
= =  

េគបាន 
2sin cossin sin 2 2

sin sin 2sin cos
2 2

A B A B
a b A B

A B A Ba b A B

− +
− −

= =
+ −+ +

 េដយ sin cos
2 2

A B C+
=   និង cos sin

2 2
A B C+

=  

ដូចេនះ   tan tan
2 2

a b A B C
a b
− −

=
+

  ។ 

ដូចគា� ែដរ  tan tan
2 2

b c B C A
b c
− −

=
+

  និង tan tan
2 2

c a C A B
c a
− −

=
+

  ។ 

លំ�ត់ទី៩៣ 

្រតីេកណ ABC  មួយមាន្រជ�ង , ,a b c  ។ 

ចូរ្រសយថា sin
2 2
A a

bc
≤  រួចទញថា 1sin sin sin

2 2 2 8
A B C

≤   
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ដំេ�ះ��យ 

តម្រទឹស�ីបទសីុនូស 2 2 2 2 cosa b c bc A= + −  

េដយ 2 2 2b c bc+ ≥   េនាះ 2 22 2 cos 4 sin
2
Aa bc bc A bc≥ − =  ឬ 

2
2sin

2 4
A a

bc
≤     

ដូចេនះ sin
2 2
A a

bc
≤   ។ 

្រសយដូចគា� ែដរ sin
2 2
B b

ac
≤   និង sin

2 2
C c

ab
≤  

េគបាន 1sin sin sin . .
2 2 2 82 2 2
A B C a b c

bc ac ab
≤ =  

ដូចេនះ 1sin sin sin
2 2 2 8
A B C

≤  ។ 

លំ�ត់ទី៩៤ 

េគឲ្យ , ,a β γ  ជាបីចនួំនពិតែដល 3sin sin sin
2

a β γ+ + ≥   

ចូរ្រសយថា sin( ) sin( ) sin( ) 0
6 6 6
π π πa β γ− + − + − ≥   ។ 

ដំេ�ះ��យ 

្រសយថា sin( ) sin( ) sin( ) 0
6 6 6
π π πa β γ− + − + − ≥    

េយងឧបមាថា sin( ) sin( ) sin( ) 0
6 6 6
π π πa β γ− + − + − <   ពិត 

សមមូល 
cos cos cos 3 (sin sin sin )

2 2
a β γ a β γ+ +

> + +  េដយ 3sin sin sin
2

a β γ+ + ≥   

េនាះ 
cos cos cos 3 3

2 4
a β γ+ +

> េគទញ  
3 3cos cos cos

2
a β γ+ + >  ។ 

ពិនិត្យ  sin( ) sin( ) sin( )
3 3 3

T π π πa β γ= + + + + +   

             
sin sin sin 3(cos cos cos ) 

2 2
a β γ a β γ+ + + +

= +   

េដយ  3sin sin sin
2

a β γ+ + ≥ និង
3 3cos cos cos

2
a β γ+ + >  

េគទញ 3 9 3
4 4

T > + =  មនិពិត េ្រពះ្រគប់ចនួំនពិត , ,a β γ  

េគមាន sin( ) sin( ) sin( ) 1 1 1 3
3 3 3

T π π πa β γ= + + + + + ≤ + + = នាឲំ្យករឧបមាខងេលខុស ។ 

ដូចេនះ sin( ) sin( ) sin( ) 0
6 6 6
π π πa β γ− + − + − ≥   ។ 
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លំ�ត់ទី៩៥ 

េគឲ្យ a  និង β  ជាពីរចនួំនពិតៃនចេនា� ះ 0,
2
π 

  
  ។ 

ចូរបង� ញថា 6 2 2 6sin 3sin cos cos 1a a β β+ + =  លុះ្រតែត  a β=   ។ 

ដំេ�ះ��យ 

តងសេំណ  6 2 2 6: sin 3sin cos cos 1p a a β β+ + =  

                 :q a β=   ។  េដម្ប្ីរសយថា p q⇔  ពិត 

េយង្រត�វ្រសយថា p q⇒  ពិត និង q p⇒  ពិត ។ 

េយង្រសយថា p q⇒  ពិត ៖ 

តម 6 2 2 6sin 3sin cos cos 1a a β β+ + =  េគអចសរេសរ ៖ 

( ) ( ) ( )( )( )3 32 2 3 2 2sin cos ( 1) 3 sin cos 1 0a β a β+ + − − − =  

េដយេ្របសមភាព 3 3 3 2 2 213 ( ) ( ) ( ) ( )
2

a b c abc a b c a b b c c a + + − = + + − + − + −   

េបេគយក 2 2sin , cos , 1a b ca β= = = −  េនាះេគបាន ៖ 

2 2 2

0 (1)
( ) ( ) ( ) 0 (2)
a b c
a b b c c a
+ + =

 − + − + − =
 

តម (2) េគទញ a b c= =  ឬ 2 2sin cos 1a β= = −  (មនិអច) 

តម(1)េគបាន 2 2sin cos 1 0a β+ − =   

ឬ 2 2 2sin 1 cos sina β β= − =   េដយ , 0,
2
πa β  ∈  

  េនាះ a β=   ។ 

េយង្រសយថា q p⇒  ពិត ៖ 

េប a β=   េនាះេយង្រត�វ្រសយថា 6 2 2 6sin 3sin cos cos 1a a a a+ + =   ពិត្រគប់ 0,
2
πa  ∈   

 

តម 3 3 33 ( ) ( )a ab a b b a b+ + + = +  យក 2 2sin , cosa ba a= =  

េគបាន 6 2 2 6sin 3sin cos cos 1a a a a+ + =   ពិត 

ដូចេនះ 6 2 2 6sin 3sin cos cos 1a a β β+ + =  លុះ្រតែត  a β=  
លំ�ត់ទី៩៦(APMC 1982) 

ចូរ្រសយប�� ក់ថា 
1 1

3tan 1 cot 1
3 3 1 3 3 1

k kn n

n n
k k

π π
= =

      3
+ = −      − −      

∏ ∏   

ដំេ�ះ��យ 

តង 
3tan 1

3 3 1

k

k na π  
= +  −  

 និង tan 1
3 3 1

k

k nb π  3
= −  −  
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េដម្ប្ីរសយថា ( )
1 1

1n n

k
k k k

a
b= =

 
=  

 
∏ ∏   ពិតេយង្រគាន់ែត្រសយថា ( )

1

1
n

k k
k

a b
=

=∏   ពិត 

យក 
13tan

3 1

k

k nt π−

=
−

  េនាះេគបាន 
1 33 3tan 1 tan

3 3 1 3 3 1 1 3

k k
k

k n n
k

ta
t

π π π−     +
= + = + =    − − −    

  

និង 
1 33tan 1 tan

3 3 1 3 3 1 1 3

k k
k

k n n
k

tb
t

π π π−     −3
= − = − =    − − +    

 

េគបាន 
2 3

1
2 2

3 31
1 3 1 3

k k k k
k k

k k k k

t t t ta b
t t t t

+− −
= = × =

− −
េ្រពះតមរូបមន� 

3

2

3 tan tantan 3
1 3tan

ϕ ϕϕ
ϕ

−
=

−
  

េគបាន  
3

12

3
1 3

k k
k

k

t t t
t +

−
=

−
  េហតុេនះ ( ) 1 3 1 12

1 1 1 2 1

. ...
n n

k n n
k k

k k k n

t t t tta b
t t t t t
+ + +

= =

= = =∏ ∏    

េដយ 
13tan

3 1

k

k nt π−

=
−

  េនាះ 1 tan
3 1nt π

=
−

េហយ 1
3tan tan tan

3 1 3 1 3 1

n

n n n nt π π ππ+
 = = + = − − − 

 

េគបាន ( )
1

tan
3 1 1

tan
3 1

n n

k k
k

n

a b

π

π=

−= =

−

∏   ពិត 

ដូចេនះ 
1 1

3tan 1 cot 1
3 3 1 3 3 1

k kn n

n n
k k

π π
= =

      3
+ = −      − −      

∏ ∏  ។ 

លំ�ត់ទី៩៧(MOSP 2000) 

េគឲ្យ្រតីេកណ ABC  មួយមានមុកំ�ុង , ,A B C  ។  

ចូរបង� ញថា 2 2 2cos cos cos 1 2cos cos cosA B C A B C+ + = −   រួចទញថាេប , ,A B C  ជាមុ្ំរសួចេនាះ េគបាន  

 2 2 2sin sin sin 2A B C+ + >  ។ 

ដំេ�ះ��យ 

បង� ញថា 2 2 2cos cos cos 1 2cos cos cosA B C A B C+ + = −    

េគមាន 2 1 cos 2cos
2

AA +
=  និង 2 1 cos 2cos

2
BB +

=  

េគបាន 2 2 cos 2 cos 2cos cos 1
2

A BA B +
+ = +  

េដយ cos 2 cos 2 2cos( )cos( )A B A B A B+ = + − 2cos( )cos( ) 2cos cos( )C A B C A Bπ= − − = − −               

េនាះ 2 2cos cos 1 cos cos( )A B C A B+ = − −  

     2 2 2 2cos cos cos 1 cos cos( ) cosA B C C A B C+ + = − − +   

     
[ ]
[ ]

2 2 2cos cos cos 1 cos cos( ) cos

1 cos cos( ) cos( ) 1 2cos cos cos

A B C C A B C

C A B A B A B C

+ + = − − −

= − − + + = −
 

ដូចេនះ 2 2 2cos cos cos 1 2cos cos cosA B C A B C+ + = −    

ទញថាេប , ,A B C  ជាមុ្ំរសួចេនាះ 2 2 2sin sin sin 2A B C+ + >  

េគមាន 2 2 2cos cos cos 1 2cos cos cosA B C A B C+ + = −    
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តមរូបមន� 2 2cos 1 sinϕ ϕ= −  េនាះេគបាន 2 2 23 (sin sin sin ) 1 2cos cos cosA B C A B C− + + = −  

េគទញ 2 2 2sin sin sin 2 2cos cos cosA B C A B C+ + = +  

េប , ,A B C  ជាមុ្ំរសួចេនាះ  
cos 0
cos 0
cos 0

A
B
C

>
 >
 >

 នាឲំ្យ 2 2cos cos cos 2A B C+ >  ។ 

ដូចេនះេប , ,A B C  ជាមុ្ំរសួចេនាះ 2 2 2sin sin sin 2A B C+ + >   ។ 

លំ�ត់ទី៩៨ 

េគឲ្យ្រតីេកណ ABC  មួយមានមុកំ�ុង , ,A B C  ។  

ចូរបង� ញថា  cos 2(cos cos ) 2A B C+ + ≤   ។ 

ដំេ�ះ��យ 

បង� ញថា  cos 2(cos cos ) 2A B C+ + ≤   

2cos 2(cos cos ) 1 2sin 2 2 cos cos
2 2 2
A B C B CA B C + −

+ + = − +   

េដយ cos cos sin
2 2 2 2

B C A Aπ+  = − = 
 

 និង cos 1
2

B C−
≤  

េគបាន 2cos 2(cos cos ) 1 2sin 2 2 sin
2 2
A AA B C+ + ≤ − +   

េដយ  
2

2 21 2sin 2 2 sin 2 2 sin 2
2 2 2 2
A A A 

− + = − − ≤  
 

 

ដូេច�ះ cos 2(cos cos ) 2A B C+ + ≤   ។ 

លំ�ត់ទី៩៩ 

េគឲ្យ្រតីេកណ ABC  មួយមានមុកំ�ុង , ,A B C  ។ ចូរបង� ញថា  cot cot cot 3A B C+ + ≥   ។ 

ដំេ�ះ��យ 

េគមាន sin( ) 2sincot cot
sin sin cos( ) cos

A B CA B
A B A B C
+

+ = =
− +

េដយ cos( ) 1A B− ≤   

េនាះ  2sincot cot 2 tan
1 cos 2

C CA B
C

+ ≥ =
+

 

2cot 1
2cot cot cot 2 tan cot 2 tan

2 2 2cot
2

C
C CA B C C C

−
+ + ≥ + = +   

  
2cot 3 12cot cot cot cot 3 tan

2 2 22cot
2

C
C CA B C C

+  + + ≥ = + 
 

 េដយ cot 3 tan 3
2 2
C C
+ ≥  ( តម AM GM−  ) ។ 

ដូចេនះ cot cot cot 3A B C+ + ≥   ។   
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លំ�ត់ទី១០០ 

េគឲ្យ្រតីេកណ ABC  មួយមានមុកំ�ុងជាមុ្ំរសួច និងមាន្រជ�ង , ,BC a AC b AB c= = =  ។ 

េប 2
b ca +

<  េនាះបង� ញថាមុ ំ 
2

B CA +
<   ។  

ដំេ�ះ��យ 

តម្រទស�ីបទសីុនូស  2
sin sin sin

a b c R
A B C
= = =  េនាះ 

2 sin
2 sin
2 sin

a R A
b R B
c R C

=
 =
 =

 

វសិមមភាព  
2

b ca +
<  សមមូល 2 sin sin sinR A R B R C< +  

ឬ sin sinsin sin cos sin
2 2 2 2

B C B C B C B CA + + − +
< = ≤  េដយ A និង 

2
B C+  ជាមុ្ំរសួចេនាះ 

2
B CA +

<   ។ 

ដូចេនះ េប 2
b ca +

<  េនាះ 
2

B CA +
<   ។  

លំ�ត់ទី១០១ 

្រតីេកណ ABC មួយមានមាន្រជ�ង , ,BC a AC b AB c= = =  ។ តង S  ជាៃផ�្រកលៃន្រតីេកណ ។  

ក) ចូរ្រសយថា 
2 2 2 4 3cos( )

3 4
b c a SA

bc
π + − +
− =  

ខ)ទញឲ្យបានថា 2 2 2 4 3a b c S+ + ≥ ។ 

ដំេ�ះ��យ 

ក) ្រសយថា 
2 2 2 4 3cos( )

3 4
b c a SA

bc
π + − +
− =   

តម្រទឹស�ីបទកូសីុនូស 2 2 2 2 cosa b c bc A= + −   េគទញបាន 2 2 2 2 cosb c a bc A+ − =  េហយ 1 sin
2

S bc A=  

េគបាន 2 2 2 4 3 2 cos 2 3 sinb c a S bc A bc A+ − + = +  1 34 ( cos sin ) 4 cos
2 2 3

bc A A bc Aπ = + = − 
 

 

ដូចេនះ  
2 2 2 4 3cos( )

3 4
b c a SA

bc
π + − +
− =   ។ 

ខ)ទញឲ្យបានថា 2 2 2 4 3a b c S+ + ≥   

េគមាន 
2 2 2 4 3cos( )

3 4
b c a SA

bc
π + − +
− =   េដយ cos 1

3
Aπ − ≤ 

 
  េនាះ 

2 2 2 4 3 1
4

b c a S
bc

+ − +
≤    

េគទញ 2 2 24 4 3bc b c a S≥ + − +  សមមូល 2 2 2 22( ) 4 3a b c b c S+ + ≥ − +   េដយ 2( ) 0b c− ≥  

ដូចេនះ 2 2 2 4 3a b c S+ + ≥   ។ 
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លំ�ត់ទី១០២ 

េគឲ្យ្រតីេកណ ABC  មួយែកង្រតង ់ A  ។ តង្រជ�ង ,BC a AC b= =   និង AB c=   ។  

ចូរ្រសយថា 2
2

2cos
2

B C bc
a

−
≥   ?  

ដំេ�ះ��យ 

្រសយថា 2
2

2cos
2

B C bc
a

−
≥    

សន�តថា B C≠  េនាះតមវសិមភាព AM GM−  េគមាន  sin sin sin sin
2

B C B C+
≥   

ឬ   sin cos sin sin
2 2

B C B C B C+ −
≥  េដយ 

2sin sin
2 4 2

B C π+
= =  និង sin , sinb cB C

a a
= =  

េគបាន 2

2 cos
2 2

B C bc
a

−
≥   សមមូល 2

2

2cos
2

B C bc
a

−
≥   ពិត។ 

លំ�ត់ទី១០៣ 

េគឲ្យ្រតីេកណ ABC  មួយមានមុ ំ
2

A π
>  ។ តង្រជ�ង ,BC a AC b= =   និង AB c=   ។  

ចូរ្រសយថា  
6

3 3cos
54

aA
b c

≤   ? 

ដំេ�ះ��យ 

្រសយថា  
6

3 3cos
54

aA
b c

≤    

េប 2
A π
>   េនាះ cos cosA A= −  ។  

តម្រទឹស�ីបទសីុនូសេគបាន  2 2 2 2 22 cos 2 cosa b c bc A b c bc A= + − = + +   

តមវសិមភាព AM GM−  េគបាន  2 2 2 3 332 cos 3 2 . cosa b c bc A b c A= + + ≥   

េគទញ 
6

3 3cos
54

aA
b c

≤   ពិត ។ 

លំ�ត់ទី១០៤ 

េគឲ្យ្រតីេកណ ABC  មួយ ។ P  ជាចណុំចេនក�ុង ABC∆  ែដល PAB PBC PCA ω∠ =∠ = ∠ =  ។ 

ក)ចូរ្រសយថា cot cot cot cotA B Cω = + +   ។ 

ខ)ទញឲ្យបានថា 
6
πω ≤   ។ 

ដំេ�ះ��យ 

ក) ្រសយថា cot cot cot cotA B Cω = + +    

តង , , , , ,BC a AC b AB c PA x PB y PC z= = = = = =  
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តម្រទឹស�ីបទកូសីុនូសអនុវត�នក៍�ុង , ,PAB PBC PCA∆ ∆ ∆  េគបាន   

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 cos
2 cos
2 cos

x z b bz
y x c cx
z y a ay

ω

ω

ω

 = + −


= + −
 = + −

 

បូកសមីករបីេនះអង� និង អង�េគបាន 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2( ) cosx y z x y z a b c ay bz cx ω+ + = + + + + + − + +  

េគទញ 
2 2 2

cos (1)
2( )

a b c
ay bz cx

ω + +
=

+ +
 

េគមាន ABC PAB PBC PCAS S S S= + +  េដយ 

1 sin
2
1 sin
2
1 sin
2

PAB

PBC

PCA

S cx

S ay

S bz

ω

ω

ω

 =

 =

 =

 

េគបាន 1 ( )sin
2ABCS cx ay bz ω= + +  េគទញ 2sin (2)ABCS

cx ay bz
ω =

+ +
 

េធ�ផលែចករវង (1) និង (2) េគបាន 
2 2 2

cot (3)
4 ABC

a b c
S

ω + +
=  

ម្យោង៉េទៀតតម្រទឹស�ីបទកូសីុនូសេគមាន 2 2 2 2 cosa b c bc A= + −  

េគទញ 
2 2 2

cos
2

b c aA
bc

+ −
=   េហយ 1 sin

2ABCS bc A=  

េគទញ 2sin ABCSA
bc

=   ។ េហតុេនះ 
2 2 2

cot
4

b c aA
S

+ −
=  

ដូចគា� ែដរ 
2 2 2 2 2 2

cot , cot
2 2

c a b a b cB C
ca ab

+ − + −
= =  

េគបាន 
2 2 2

cot cot cot (4)
4 ABC

a b cA B C
S
+ +

+ + =  

តម (3) និង (4) េគបាន cot cot cot cotA B Cω = + +   ពិត  

ខ)ទញឲ្យបានថា 
6
πω ≤    

េគមាន cot cot cot cotA B Cω = + +    

េដយ cot cot cot 3A B C+ + ≥   (េមលលហំតទី់៩៩) 

េគបាន cot 3 cot
6
πω ≥ =   នាឲំ្យ  

6
πω ≤   ។ 

លំ�ត់ទី១០៥(IMO1966) 

េគឲ្យ្រតីេកណ ABC មួយមាន្រជ�ង , ,BC a AC b AB c= = = ។ 

ចូរបង� ញថាេប ( )tan tan tan
2
Ca b a A b B+ = +  េនាះ ABC ជា្រតីេកណសមបាត ។ 
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ដំេ�ះ��យ 

តង tan
2
Au =   និង tan

2
Cv =  

េគបាន 
1tan tan cot

2 2 2 2
C A B A B uv

u v
π + + − = − = =  + 

េហយ 2 2

2 2tan , tan
1 1

u vA B
u v

= =
− −

  ។ 

តម្រទឹស�ីបទសីុនូស 2 2

2 22 sin 2 , 2
1 1

u va R A R b R
u v

= = =
+ +

ែដល R  ជាករំង�ងច់រកឹេ្រកៃន្រតីេកណ ។ 

សមភាព ( )tan tan tan
2
Ca b a A b B+ = +  សមមូល ៖ 

2 2

2 2 2 2 2 2

14 4
1 1 (1 )(1 ) (1 )(1 )

u v uv u vR R
u v u v u u v v

 − + = +  + + + + − + −   
 

បនា� បពី់ប្រង�មេគបាន 2 2 2 2 2 2( ) (1 )(1 ) 2(1 ) ( )u v u v uv u v+ − − = − +   

េគមាន 2 2 2( ) 2( ) (1)u v u v+ ≤ +   (វសិមភាពCauchy Schwarz− ) 
2 2 2 2 2(1 )(1 ) (1 ) ( ) (1 ) (2)u v uv u v uv− − = − − − ≤ −  

គុណវសិមភាព(1)និង(2) អង� និង អង�េគបាន 2 2 2 2 2 2( ) (1 )(1 ) 2(1 ) ( )u v u v uv u v+ − − ≤ − +   

េដម្បឲី្យវសិមភាពេនះក� យជាសមភាពលុះ្រតែត (1)  និង (2) ក� យជាសមភាពេពលគឺេគ្រត�វឲ្យ u v=   

េនាះ tan tan
2 2
A B
= សមមូល A B=  សមមូល a b=  ។ 

ដូចេនះេប ( )tan tan tan
2
Ca b a A b B+ = +  េនាះ ABC ជា្រតីេកណសមបាត ។ 

លំ�ត់ទី១០៦ 

េគឲ្យ្រតីេកណ ABC  មួយមាន្រជ�ង , ,a b c  ។ 

ក) ចូរ្រសយថា 
2 2 2

21 cos cos cos
8

a b cA B C
R

+ +
+ = ែដល R  ជាករំង�ង់ចរកឹេ្រកៃន្រតីេកណ ។ 

ខ) ទញឲ្យបានថា 2 2 2 29a b c R+ + ≤   ។ 

ដំេ�ះ��យ 

ក) ្រសយថា 
2 2 2

21 cos cos cos
8

a b cA B C
R

+ +
+ =    

តម្រទឹស�ីបទសីុនូស 2
sin sin sin

a b c R
A B C
= = = ែដល R  ជាករំង�ងច់រកឹេ្រកៃន្រតីេកណ ។ 

េគបាន 2 2 2 2 2 2 24 (sin sin sin )a b c R A B c+ + = + +  

េគទញ 
2 2 2

2 2 2
2sin sin sin (1)

4
a b cA B C

R
+ +

+ + =  

េយងនឹង្រសយថា 2 2 2sin sin sin 2 2cos cos cosA B C A B C+ + = +    

េគមាន 2 1 cos 2sin
2

AA −
=   និង 2 1 cos 2sin

2
BB −

=  

េគបាន 2 2 cos 2 cos 2sin sin 1
2

A BA B +
+ = −  

Page 68 

 

111 Trigonometry 
by phalkun Lim



                                   
1 cos( )cos( )
1 cos( )cos( )
1 cos cos( )

A B A B
C A B

C A B
π

= − + −
= − − −
= + −

 

េហយ 2 2sin 1 cosC C= −  េនាះេគបាន 2 2 2 2sin sin sin 2 cos cos( ) cosA B C C A B C+ + = + − −   

                              

[ ]
[ ]

2 cos cos( ) cos

2 cos cos( ) cos( )
2 2cos cos cos

C A B C

C A B A B
A B C

= + − −

= + − + +

= +

  

ដូចេនះ   
2 2 2

21 cos cos cos
8

a b cA B C
R

+ +
+ =   ។ 

ខ) ទញឲ្យបានថា 2 2 2 29a b c R+ + ≤    

តម្រទឹស�ីបទកូសីុនូស   
2 2 2 2 2 2

cos , cos
2 2

b c a c a bA B
bc ca

+ − + −
= = និង  

2 2 2

cos
2

a b cC
ab

+ −
=  ។ 

េគបាន 
2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2

( )( )( )cos cos cos
8

b c a c a b a b cA B C
a b c

+ − + − + −
=  

តង 

2 2 2

2 2 2

2 2 2

x b c a
y c a b
z a b c

 = + −


= + −
 = + −

  េនាះ 

2

2

2

2
2
2

x y c
y z a
z x b

 + =


+ =
 + =

 

េគបាន cos cos cos
( )( )( )

xyzA B C
x y y z z x

=
+ + +

   

តមវសិមភាព AM GM−  េគមាន   

2

2

2

x y xy

y z yz

z x zx

 + ≥
 + ≥


+ ≥

   

នាឲំ្យ   ( )( )( ) 2 .2 .2 8x y y z z x xy yz zx xyz+ + + ≥ =  

េគទញ 1cos cos cos
( )( )( ) 8

xyzA B C
x y y z z x

= ≤
+ + +

   

េគទញ 
2 2 2

2

1 91 cos cos cos 1
8 8 8

a b c A B C
R

+ +
= + ≤ + =    

ដូចេនះ 2 2 2 29a b c R+ + ≤   ។ 

លំ�ត់ទី១០៧(IMO 1977) 

េគឲ្យអនុគមន៍ f  កណំត់េដយ ( ) 1 cos sin cos 2 sin 2f x a x b x A x B x= − − − −   

ែដល , , ,a b A B  ជាចនួំនពិត ។ចូរ្រសយថាេប្រគប់ : ( ) 0x IR f x∈ ≥  េនាះ 2 2 2a b+ ≤  

និង 2 2 1A B+ ≤   ។ 

ដំេ�ះ��យ 

តង 2 2r a b= +   និង 2 2R A B= +  េហយយក a  និង β  ែដល cos , sina b
r r

a a= =   

និង cos 2 ,sin 2A B
R R

β β= = ។ 
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េគបាន ( ) 1 cos sin cos 2 sin 2f x a x b x A x B x= − − − −   
                   1 cos( ) cos(2 2 )r x R xa β= − − − −  

េគមាន ( ) 1 cos( )f r Rβ β a= − − − និង ( ) 1 cos( ) 1 cos( )f r R r Rπ β π β a β a+ = − + − − = + − −  
េគបាន ( ) ( ) 2 2 0f f Rβ π β+ + = − ≥   េនាះ 1R ≤  

សមមូល 2 2 1A B+ ≤   ឬ 2 2 1A B+ ≤   ។ 

េគមាន 
2( ) 1 sin(2 2 )

4 2
f r Rπa a β+ = − + − និង 

2( ) 1 sin(2 2 )
4 2

f r Rπa a β− = − −  

េគបាន ( ) ( ) 2 2 0
4 4

f f rπ πa a+ + − = − ≥  េនាះ 2r ≤  

សមមូល 2 2 2a b+ ≤   ឬ 2 2 2a b+ ≤   ។ 

ដូចេនះេប្រគប ់ : ( ) 0x IR f x∈ ≥  េនាះ 2 2 2a b+ ≤ និង 2 2 1A B+ ≤   ។ 

លំ�ត់ទី១០៨ 

េគឲ្យ្រតីេកណ  ABC  មួយ ។ ចូរ្រសយថា 
3

A π
≤  លុះ្រតែត  ( )( )

4
bcp b p c− − ≤    

ែដល , ,a b c  ជា្រជ�ង និង 
2

a b cp + +
=  ។ 

ដំេ�ះ��យ 

េយងមាន 
3

A π
≤  សមមូល 1sin sin

2 6 2
A π
≤ = សមមូល 2 1sin

2 4
A
≤   េដយ 2 1 cossin

2 2
A A−
=  

សមមូល  1 cos 1
2 4

A−
≤  សមមូល 1cos

2
A ≥ េដយ 

2 2 2

cos
2

b c aA
bc

+ −
=   (្រទឹស�ីបទកូសីុនូស) 

េគបាន 
2 2 2 1

2 2
b c a

bc
+ −

≥   សមមូល 2 2 2b c a bc+ − ≥ សមមូល 2 2( ) ( )( )a b c a b c a b c bc− − = − + + − ≤   

សមមូល 4( )( )p b p c bc− − ≤   ឬ  ( )( )
4
bcp b p c− − ≤  ពិត ។ 

លំ�ត់ទី១០៩ 

េគឲ្យ្រតីេកណ ABC  មួយមាន្រជ�ង , ,a b c   ។ ចូររក្របេភទៃន្រតីេកណេនះេដយដងឹថា sin
2 2
A a

bc
=   ។ 

ដំេ�ះ��យ 

រក្របេភទៃន្រតីេកណេនះ 

េគមាន  sin
2 2
A a

bc
=  េនាះ 

2
2sin

2 4
A a

bc
= េដយ 2 1 cossin

2 2
A A−
=   និង 

2 2 2

cos
2

b c aA
bc

+ −
=  

េគបាន 

2 2 2

21
2
2 4

b c a
abc
bc

+ −
−

=  សមមូល   
2 2 2 22
2 2

bc b c a a
bc bc

− − +
=  

                                                                             2( ) 0b c− − =   នាឲំ្យ b c=  

ដូចេនះ ABC  ជា្រតីេកណសមបាតកពូំល A   ។ 
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លំ�ត់ទី១១០ 

ក�ុង្រគប់្រតីេកណ ABC  ចូរ្រសយថា  
2 2

4cossin sin 2
sin sin 1 sin

2 2 2

A
B C
C B A+ ≥

−
 

ដំេ�ះ��យ 

្រសយថា  
2 2

4cossin sin 2
sin sin 1 sin

2 2 2

A
B C
C B A+ ≥

−
 

តង , ,a b c  ជា្រជ�ងៃន ABC∆   និង 
2

a b cp + +
=  ជាកន�ះបរមិា្រត 

េគមាន 1 1sin sin
2 2

S ac B ab C= =  ( S  ជាៃផ�្រកល្រតីេកណ ) 

េគបាន 2sin SB
ac

=   និង 2sin SC
ab

=  ។ េហយ 
( )( ) ( )( )sin , sin

2 2
A p b p c B p a p c

bc ac
− − − −

= =  

( )( )sin
2
A p a p b

ab
− −

=   និង 
( )cos

2
A p p a

bc
−

=  ។ 

វសិមភាពសមមូល ៖ 

( )2 2

4( )( ) ( )( ) ( )( )1

p p aS S
bcac ab

p b p a p c p a p b p c
ab ac bc

−

+ ≥
− − − − − −

−
 

( )2
( ) ( ) ( )( )

p p aS b c
p a c p b b p c bc p b p c

− 
+ ≥ − − − − − − 

 

េដយ ( )( )( )S p p a p b p c= − − −  េនាះេគបាន ៖ 

( )( ) ( )( )
2

( ) ( ) ( )
p b p c bc p b p cb c

p a c p b b p c p p a
− − + − − 

+ ≥ − − − − 
 

( )( )( ) 2 ( )( )
( ) ( )

b cp p b p c bc p b p c
c p b b p c
 

− − + ≥ + − − − − 
  

តមវសិមភាព AM GM−  េគមាន ( )( ) 2
( ) ( )

b cp b p c
c p b b p c
 

− − + ≥ − − 
 

 និង ( )( )p bc p b p c≥ + − −   េនាះេគបានវសិមភាពខងេលពិត ។ 
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លំ�ត់ទី១១១ 

េគតង r  និង R  េរៀងគា� ជារង� ស់កៃំនរង�ងច់រកឹក�ុង និងករំង�ងច់រកឹេ្រកៃន ABC∆  មួយ ។  

ចូរ្រសយប�� ក់ថា   
2

2 2 2 2

1 1 1
sin sin sin

R
A B C r
+ + ≤    

ដំេ�ះ��យ 

្រសយប�� ក់ថា   
2

2 2 2 2

1 1 1
sin sin sin

R
A B C r
+ + ≤    

តង , ,BC a AC b AB c= = =  ជា្រជ�ងៃន្រតីេកណនិង 
2

a b cp + +
=  ជាកន�ះបរមិា្រតៃន្រតីេកណ ។ 

តម្រទឹស�ីបទសីុនូស 2
sin sin sin

a b c R
A B C
= = =  េគទញ 1 2 1 2 1 2, ,

sin sin sin
R R R

A a B b C c
= = =  

វសិមភាពសមមូល 
2

2
2 2 2 2

1 1 14 RR
a b c r

 + + ≤ 
 

 សមមូល 2 2 2 2

1 1 1 1
4a b c r

+ + ≤  

តមរូបមន�េហរ ៉ុង ( )( )( )S pr p p a p b p c= = − − −  

េគទញ ( )( )( )p a p b p cr
p

− − −
=  

េគបាន 2 2 2

1 1 1 (*)
4( )( )( )

p
a b c p a p b p c

+ + ≤
− − −

 

តង , ,a y z b x z c x y= + = + = +  េគបាន 2( ) 2a b c x y z p+ + = + + =  

េនាះ x y z p+ + =  េហយ 
p a x
p b y
p c z

− =
 − =
 − =

 

វសិមភាព (*)  សមមូល 2 2 2

1 1 1 (**)
( ) ( ) ( ) 4

x y z
y z x z x y xyz

+ +
+ + ≤

+ + +
 

តមវសិមភាព AM-GM េគមាន  2( ) 4y z yz+ ≥   េនាះ 2

1 1 (1)
( ) 4 4

x
y z yz xyz

≤ =
+

 

ដូចគា� ែដរ 2 2

1 1(2) ; (3)
( ) 4 ( ) 4

y z
z x xyz x y xyz

≤ ≤
+ +

 

បូកវសិមភាព(1),(2) និង (3) េនាះ (**)  ពិត  
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